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Chapitre 0

Introduction

Le but de ce travail est de munir ’ensemble des cycles compacts d’un schéma
donné d’une structure d’espace algébrique. On y parvient ici en caractéristique zéro.

Plus précisément, soit K un corps et soit X un schéma lisse sur K purement de
dimension N = n + p. Soit £”(X) le groupe libre Z(X") ayant pour base ensemble
des parties fermées irréductibles propres de codimension p dans X, ordonné par
I'ordre induit par Pordre produit Z*X”. On note C? (X)) 'ensemble des éléments po-
sitifs de € (X). Les éléments de C?(X) sont appelés cycles purement de codimension
p sur X. Il ’agit donc de munir C?(X) d’une structure d’espace algébrique. Pour
définir une famille de cycles de X paramétrée par un K-schéma S, le plus naturel
est de considérer un cycle de X x S, Z, et d’imposer aux cycles Z, s décrivant S,
des conditions de régularité.

Une condition de régularité naturelle est la platitude : & un cycle Z, on associe
une structure de schéma tenant compte des multiplicités, et on demande alors que
le morphisme de Z dans S soit plat. C’est ce qui a conduit & la construction du
schéma de Hilbert (espace de Douady). Cette condition est treés raisonnable si ’'on
suppose I'espace de parametres S lisse, car il suffit par exemple que Z soit de Cohen—
Macaulay pour que le morphisme de Z dans S soit plat. Mais, si S n’est pas lisse,
méme pour les O-cycles, on perd des familles de cycles tout-a-fait naturelles, comme
le montre ’exemple suivant.

Prenons X = A% = Spec(K|t,u]), et S = Spec(K|z,y,2]/(xy — 2%)). On a
alors une paramétrisation de S par les points de X, z = t2, y = u?, z = tu. Cela
définit donc un morphisme fini de X dans S. Au-dessus d’un point s du coéne S
distinct du sommet se trouvent deux points de X de coordonnées (t,u) et (—t, —u),
et au-dessus du sommet sy de S se trouve l'origine (0,0) de X. On est donc tenté
de dire que la famille de 0-cycles de X paramétrée par S formée au-dessus de s # sg
de la somme des points de coordonnées (¢,u) et (—t,—u), et au-dessus de s de 2
fois le point de coordonnées (0,0) est une famille algébrique.

Pourtant, le morphisme f de X dans S n’est pas plat. Pour le voir, puisque f
est fini et S integre, il suffit de vérifier que I'entier dimy,5)((f+(Ox))s ® k(s)) n’est
pas indépendant du point s. Si s est distinct de sg, la fibre au-dessus de s est union
de deux points simples et I’entier ci-dessus est donc égal a 2, tandis qu’au point s,
on obtient dim(K[t,u]/(t?,tu,u?)) = 3, d’ott le résultat.

Mais, dans cet exemple, les cycles considérés sont des cycles de dimension 0 et
de degré 2. Un tel cycle s’écrit donc Py + P, ou les P; sont des points de X (nous
supposons pour simplifier que K est algébriquement clos). L’espace de ces cycles
est donc lensemble des couples (Py, P2) pris sans ordre, soit X x X/S,, ol &5 est
le groupe symétrique d’ordre 2, ce que nous noterons Sym? X. Pour prouver que la
famille considérée est bien algébrique, il faut donc montrer qu’elle correspond a un
morphisme de S dans Sym? X.

Etudions pour cela les équations de Sym? X . Nous allons plonger Sym? X dans

2 par les coordonnées de Newton, i.e. si I'on considére deux copies de X avec
les coordonnées (t,u) et (t,u’), on pose Ny =t +t', No = u+u', Ny; = t2 + 2,
Nig =tu+t'u/, Nog = u? + u'2. On a alors
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0. INTRODUCTION 5

LEMME. Sym? X est isomorphe & Spec(K [N, Na, Ni1, Nia, Noo]/(h)), ott h est égal

2 N1 Ny
au déterminant N7y Ni;  Niol.
Ny Nz Nop

Le morphisme de Sym? X dans A% est bien un plongement car on est en caracté-
ristique 0, et que les fonctions symétriques de Newton d’ordre au plus 2 engendrent
toutes les fonctions symétriques. De plus, si I’équation ci-dessus est vérifiée, il existe
tett tels que Ny =t +t', Nip = t2 + t'2, il existe u et o' tels que Ny = u + 1,
Noo = u?+u'? et on a N — [(tu+t'u') + (tu’ +t'u)| N1 + (tu+t'u') (tu' +t'u) = 0,
d’olt Nio = tu + t'v’ ou = tu’ + t'u, ce qui prouve le lemme (quitte & échanger u et
u').

Puisque le morphisme de X dans S est fini, on va lui associer une trace 6 de
Ox dans Og donnée par la formule :

0(g)(s) = g(P1) + g(P2), ot g est une fonction sur X, s un point de S, et P; et
P les deux points de X au-dessus de s. On a donc :

Ot) =t+(=t) =0, 0(u) = u+ (—u) =0, 0(t?) = 2 + (-t)? = 2> = 2z,
O(u?) = u? + (—u)? = 2y, O(tu) = tu + (—t)(—u) = 2tu = 2z.

L’application de S dans Sym? X correspondra donc au morphisme d’anneaux
donné par Ny — 0(t), Ny — 0(u), N11 — 0(t?), Nio — 0(tu), Noo — 0(u?), de

2 0(t)  O(u)
sorte qu’il suffit de vérifier que le déterminant |0(t) 6(t?) 6(tu)| est égal & 0. Or,
O(u) O(tu) O(u?)
ce déterminant est égal a 8(xy — 22) = 0 sur S, d’out le résultat.

Revenons au probleme général.

Lorsque n = 0, un cycle peut s’écrire Zle n;P;, oun; € N et ou les P; sont des
points fermés de X. Si Zle n; dimg k(P;) = k, un tel cycle peut donc s’identifier
au point de Sym*(X) composé du point P; (n; fois), etc..., du point P, (n, fois)
(Sym* (X) est le quotient du produit X* par action du groupe symétrique S;). On
a donc immédiatement une structure d’espace algébrique de type fini sur I’espace des
cycles de dimension 0 de degré k, donc une structure d’espace algébrique localement
de type fini sur CV (X).

Dans le cas ot X est égal a l'espace projectif (ou par extension, une variété
projective), les cycles sont repérés par les “coordonnées de Chow”. L’idée est de
considérer l'intersection d’un cycle de C?(X) par un plan de dimension p — 1. Cette
intersection est génériquement vide, et I’ensemble des plans de dimension p — 1 qui
rencontrent un cycle donné constitue une hypersurface de la grassmannienne ; cela
permet de repérer le cycle a l'aide des coefficients de 1’équation de I'hypersurface
(la forme de Cayley), qui sont ce que l'on appelle les coordonnées de Chow. Mal-
heureusement, cette construction est basée sur la vacuité d’intersections de variétés
et ne se préte donc pas a une étude satisfaisante des variations infinitésimales de
cycles. De plus, elle repose sur des arguments globaux qui la lient au cas projectif
et la rendent non intrinseque.

Si S est un schéma sur K, pour définir une famille de cycles de X paramétrée
par S, I'idée fondamentale de Barlet dans [2], a été de poser qu’'une famille (Z5)ses
de CP(X) était algébrique si chaque fois que I'on coupait (Zs)ses par un plan de
dimension p de maniére a ce que l'intersection soit finie pour tout s, on obtenait
une famille localement algébrique de dimension zéro (correspondant donc & un mor-
phisme S — Sym* X ). Cette formulation locale permet de se délivrer d’hypothéses
projectives en posant qu’une famille (Z)ses est algébrique si pour toute projection
locale sur un S-schéma lisse B de dimension relative n, tel que Z soit quasi-fini
sur B, le cycle Z correspond & un morphisme B — Sym’ (X x S) (quotient de

s
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0. INTRODUCTION 6

(X x8) xp (X x8) - xp (X xS) par 6). Mais la difficulté est alors le change-
ment de projection : quand peut-on dire que deux morphismes B — Sym% (X x S)
et B’ — Sym%, (X x S) correspondent au méme cycle ?

Ici encore, on doit s’en tenir au cas o S est réduit, ce qui permet de répondre
a la question précédente en ne tenant compte que des supports et des multiplicités.
Notons par ailleurs qu'un point de Sym*(X) est repéré par les valeurs prises en ce
point par les fonctions symétriques; on ne peut le considérer comme un k-uplet de
points de X a valeurs dans K, pris sans ordre, que si K est algébriquement clos.

La démarche que nous suivons ici est de reprendre les idées de Barlet en abor-
dant, d’apres une suggestion de Deligne, le probleme du changement de projection
du point de vue de la théorie de la dualité et des classes fondamentales développé
dans [9] et [5]. En termes clairs, observant que les morphismes B — Sym/s (X x S)
correspondent biunivoquement a certaines traces 6 : Oxxs — Op, et qu'une classe
¢ dans HY (X x S, Q];(XS/S) induit pour toute projection une trace fxxs — 0p,
nous dirons que deux morphismes B — Sym(X x S) et B’ — Sym%, (X x 9)
correspondent au méme cycle s’ils proviennent d’une méme classe. Notons ici que
nous avons repéré ici les éléments de Sym”(X) a I’aide de traces, c’est-a-dire des
fonctions symétriques de Newton ; comme celles-ci n’engendrent toutes les fonctions
symétriques qu’en caractéristique zéro, cela nous conduit donc a supposer K de ca-
ractéristique zéro. L’existence d’une théorie de la dualité cristalline (& puissances
divisées) manque pour tenter de traiter le cas de la caractéristique positive. Ainsi,
une famille de cycles compacts de X paramétrée par S sera un couple (Z,c), ou
Z est un fermé propre de X x S purement de codimension p fibre par fibre, et
¢ une classe de HZ(X x S, Q?(xs / ), non nulle aux points génériques des compo-
santes irréductibles de Z, et “admissible”, c’est-a-dire vérifiant certaines propriétés.
Rappelons (cf. 2.1.2, 2.1.4) qu’une classe ¢ correspond a la donnée, pour une projec-
tion quelconque sur un schéma B lisse sur S tel que Z soit fini sur B, d’une trace
0:0z, ® QB(XS/S — Q}’B(S), ol Z,, est le m®™® voisinage infinitésimal de Z, et m
est assez grand.

Appelons famille admissible de classes, soit §, la donnée, pour tout schéma S
et tout Z C X x S fermé propre purement de codimension p dans chaque fibre du
morphisme X x S — S, d’un ensemble de classes ¢ dans Hy (X x S, Qg(xs/s)v tel
que les propriétés suivantes soient satisfaites :

a) Conservation de la multiplicité :

Une classe ¢ de § est fermée pour d’ (ce qui équivaut a dire que la
trace 6 commute aux différentielles).

b) Normalisation :

Si Z est un schéma S-lisse, irréductible, et si ¢ est une classe de §
induisant sur Z la multiplicité 1, alors c est la classe fondamentale de Z
(5], [6])-

¢) Spécialisation :

Pour tout schéma affine U étale sur X x S, et toute projection sur
un schéma lisse B, soit Yy, g 1'espace des classes de @Z HY (U, Q’I}/S) a
support Z de pure codimension p dans chaque fibre au-dessus de S, et tel
que le schéma réduit sous-jacent a ce fermé soit fini sur B; si k € N, soit
Ey le sous-ensemble de Yy p formé des classes pouvant s’écrire comme
somme de k classes fondamentales de S-schémas lisses de degré 1 sur B
(ce qui équivaut a dire que la trace 6 peut s’écrire comme somme de k-
morphismes d’algebres). La trace correspondant par 2.1.2 et 2.1.4 a une
classe ¢ de § vérifie les équations naturelles (cf. 1.5.3 pour la signification)

‘p.5



0. INTRODUCTION 7

que vérifient les traces associées aux classes de Fy, c’est-a-dire aux classes
fondamentales des revétements finis étales de B.

d) Localisation :

Une classe ¢ appartient & § si et seulement si pour tout point z de Z,
il existe un voisinage U de z dans X x S pour la topologie étale, tel que
cy appartienne a I'image réciproque de §y sur U.

[ g

Des lors, si 'on note QUk/S la sous-algebre de €2

.
UXBUXB'-

différentielles invariantes par 'action de &y, on peut poser

XBU/S formée des

DEFINITION. Une classe ¢ de Hy(X x S, Qg(xs/s) est une classe de Chow sur U
pour une projection U — B finie sur Z si elle induit un morphisme Q77 /s Q% /s
compatible avec la différentielle extérieure et les opérations de contraction sur les

espaces tangents successifs (cf. 4.1.2 pour une définition précise).

La classe ¢ est une classe de Chow si elle est une classe de Chow sur tous les
ouverts d’un recouvrement de X x S (pour la topologie étale).
On a alors le :

THEOREME. La famille des classes de Chow est une famille de classes admissibles.

Si l'on note C% (S) I'ensemble des familles de cycles compacts paramétrées par
S, S+ C%(S) est un foncteur contravariant représentable dans la catégorie des es-
paces algébriques ; ceci munit donc bien C?(X) d’une structure d’espace algébrique.

Au chapitre 1, on définit les formes multilinéaires de Waring, et on caractérise
les traces qui induisent un morphisme d’anneaux sur les tenseurs symétriques :
Q.Uak/s — 9;3/8' Cela nous conduit a expliciter les équations de Symk((Cp) pour le
plongement par les fonctions symétriques de Newton.

Aux chapitres 2 et 3, on explicite I'isomorphisme résidu et on exprime la trace
associée a une classe ¢ dans une projection en fonction de la trace associée a cette
méme classe dans une autre projection; puis, on exprime en termes de la trace
dans une projection, le fait que, pour toute projection, la trace vérifie une famille
d’équations. On applique cela au cas des formes multilinéaires de Wéring, et on
obtient une famille d’équations indépendante de la projection. Puis on montre qu’un
nombre fini de ces équations engendre les autres.

Au chapitre 4, on définit ce qu’est une classe de Chow ; on déduit la définition
du foncteur de Chow et on étudie son espace tangent.

Au chapitre 5, on montre que le foncteur de Chow est représentable dans la
catégorie des espaces algébriques.

Au chapitre 6, on montre que I'espace réduit associé a 'espace algébrique de
Chow coincide avec ’espace des cycles de Barlet, donc dans le cas projectif avec
les coordonnées de Chow. On donne un théoreme d’image directe des cycles qui
permet de définir C?(X) méme lorsque X n’est pas lisse. On termine en explicitant
les équations locales du schéma des courbes de degré 2 dans P3(C).

Au chapitre 7, on définit un morphisme du schéma de Hilbert dans le schéma
de Chow, et on montre que c’est un isomorphisme dans le cas des diviseurs (p =
1). Pour cela, on doit d’abord donner une formule explicitant ce qu’est la trace :
Q%5 = Qf )5 dans le cas out Z est un schéma fini et plat sur B lisse (Pexistence
de cette trace avait été démontrée dans [1]).

Enfin, au chapitre 8, on définit 'intersection de deux familles algébriques
de cycles, et on caractérise I’équivalence algébrique en fonction des composantes
connexes de CP(X).

p.
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Chapitre 1

Formes multilinéaires de Waring

Soit (x;)ser une famille de k points de V', espace vectoriel sur C. Soient S}, (resp.
Ny) lélément de S™(V) (la h®™¢ composante de 1’algébre symétrique de V) égal &
la h®™¢ fonction symétrique élémentaire des z; (resp. la h®™¢ fonction symétrique
de Newton en les ;). Nous montrons qu’il existe des expressions universelles &
coefficients dans Z, P*, appelées formes multilinéaires de Wiring, telles que 1’on ait

h!Sy = Ph(Nqy;...; Ny), et telles que réciproquement étant donnés des éléments N,
de S"(V), pour tout h € N, ce soient les fonctions symétriques de Newton d’éléments
x,...,z, de V si et seulement si on a Ny = k et pour tous i1,42,... %41 €

N, Pk“(Ni’l, . ’Ni/k-+1; .. -§Nz{1+---+z‘k+1) = 0, ou cette expression est 1’expression
polarisée associée & P**1 (cf. Théoreme 1.5.3). Plus généralement, on montre que,
étant donnée une forme linéaire 6 sur V*, pour qu’il existe une famille de k points
(wi)ier telle que (Vf € V*,0(f) = > ;c; f(w:)), il faut et il suffit que I'on ait Pyt =
0 (1.5.3). On traite méme ici le cas d’'un morphisme de A-modules 6§ : B — A, ou
A est un anneau de caractéristique zéro quelconque, et B une A-algebre.

1.1. Reégles de signes

1.1.1. Dans tout ce paragraphe, nous nous placerons dans une catégorie abélienne
A Q-linéaire, munie d’un produit tensoriel ®, associatif, commutatif, unitaire, tel
que les foncteurs X — A ® X soient additifs et exacts & droite pour tout A dans A.

1.1.2. EXEMPLES.

1.1.2.1. A est la catégorie des Q-espaces vectoriels gradués Z/2Z-gradués, avec le
produit tensoriel usuel, la contrainte de commutativité V@ W = W ® V étant
v@w s (—1)FWE@y @ v olt v et w sont homogenes de degré (v) et e(w).

1.1.2.2. A est la catégorie des Q-espaces vectoriels Z-gradués, avec le produit ten-
soriel usuel et la méme contrainte de commutativité.

1.1.2.3. A est la catégorie des Q-espaces vectoriels différentiels Z/2Z-gradués, avec
les mémes définitions qu’en 1.1.2.1, la dérivation sur le produit tensoriel étant d(v®
w) = dv @ w + (—1)5Dy @ dw, pour v homogene.

De fait, la plupart des constructions usuelles d’algebre multilinéaire sont “caté-
gorisables” et peuvent se faire dans le cadre 1.1.1. Pour travailler dans une catégorie
A quelconque, il est commode de pouvoir parler d’“éléments”, de sorte que des ma-
nipulations algébriques usuelles fournissent les résultats voulus, sans que l'on ait a
les remplacer par des diagrammes. Il est donc pratique d’adopter le

1.1.3. LANGAGE.

1.1.3.1. Si V est un objet de A, nous appellerons élément x de V', et nous noterons
x € V, un morphisme x d’un objet 7" de A dans V.

Ainsi, 'expression “pour tout x dans V7 signifiera : “pour tout objet T de A
et pour tout morphisme x : T — V.

‘p. 10



1.1. REGLES DE SIGNES 9

1.1.3.2. Etant donnés z1 : T} — Vi et 9 : Th — Vi deux éléments de Vi et Va,
on définit leur produit xyx2 comme étant 1’élément de Vi ® V5 égal au morphisme
T ®$2:T1®T2—>‘/1®V2.

Plus généralement, P(Xy,...,X,) est une forme polarisée (i.e. homogene de
degré 1 en chacune des variables), définie sur les V; et a valeur dans W, si a x; :
T; — V;, elle associe un élément P(z1,...,2,) : Q,T; — W.

Si de plus, pour tous éléments t; de T;, avec t; : T — T;, on a P(xq ot1,22 0
to,...,xptn) = P(x1,...,2,)0(t1 @2 ®---®1y,), P définit un morphisme &), Vi —
W.

1.1.3.3. Le produit tensoriel étant commutatif, pour tout élément o du groupe
symétrique &, on a un isomorphisme : T} T ® - - - @ T}y — Ty, @ ®Ty,. Nous
noterons o(z1 ® - - ® x,,) I'image de 1 ® - - - ® x,, par cet isomorphisme.

En prenant tous les T} égaux, on en déduit que &}, agit sur T®*. Notons Sym* T’
le sous-objet de T®* formé des invariants sous cette action.

Nous dirons que P(X7,...,X,,) est un polynéme homogene de degré n; en la
i®™€ variable, défini sur les V;, et & valeurs dans une algébre commutative B (1.2.1),
si il associe & des éléments x; : T; — V;, un élément P(xq,...,zy) : @), Sym™ (T;) —

B.

1.1.3.4. Etant donné un polynoéme P(Xy,...,X,,) de degré k; en la i variable,
défini sur les V; a valeurs dans une algebre commutative B, il existe une forme

polarisée en Y, k; variables Q(X1,..., X}'; X}, ..., X}, invariante par action
des groupes symétriques Gy, , ..., Sy, , et une seule, telle que pour tous z; éléments
de V; on ait : P(x1,...,2n) = Q(x1,...,%1;T, ..., T2;...;Tpn,...,Ty); Q est la

forme polarisée associée a P.

1.1.3.5. Avec le langage ci-dessus, une formule permet de définir un morphisme.
Ainsi, si C' est une algébre commutative (1.2.1) de A, M un objet de A, on consi-
dérera des formes multilinéaires f : M®* — C, pouvant s’écrire comme somme de
formes du type : f: M®* — O : f(z;, ® -+ @ x1,) = Hle fi(zo@)) ot 0 € &,
fi € Hom(M,C). Si pour ¢ = 1,...,k, x; : T, — M est un élément de M,
flz1 ® -+ ® xy) sera alors I’élément de C' : T ® - -+ @ Ty, — C égal au composé :

Ty @ @ T, 28 %m, prok 2y ok Ll o

Si par exemple, A est la catégorie 1.1.2.2; et si B est une algebre anticommuta-
tive graduée, on dira “soit f le morphisme B BB — BR B : f(x1 ®x2Qx3) =
13 ® To + Ty ® x1x3”. Si, pour ¢ = 1,2,3, x; : T; — B est un élément de B
homogene de degré d;, cela signifiera que f(z1 ® z2 ® x3) est la somme des deux
morphismes :

T oToTy 2972% popeB 2% BeBeB X% e B

ToheT 2929 pepeB 22 pe e B 22 Be B

ou 1p est le morphisme identique de B, i est le morphisme de commutativité du
produit tensoriel i : B® B — B ® B, et II est le morphisme produit B ® B — B.

En particulier, si T; = Q (i = 1,2,3) et si les z; sont donc des éléments de B
au sens ordinaire, f correspond au morphisme qui, en notation classique se notatit :
flr1 @22 @x3) = (—1)2Bri03 @ 9 + (—1)1 %205 ® 2123

De méme, si B et C sont deux algebres commutatives de A, un polynéme
P(X1,...,X,) homogene de degré n; en la i®™¢ variable : P : B®" — (| est donné
par une formule homogeéne de degré n; en la i®¢ variable. Pour le voir, il suffit de
se ramener au cas des formes polarisées, en appliquant, d’une part le principe de
polarisation dépolarisation au niveau des “algebres commutatives”, comme indiqué
en 1.1.3.4, et d’autre part le principe usuel de polarisation dépolarisation permettant

’p.ll
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1.2. TENSEURS SYMETRIQUES 10

de passer d’une forme homogene de degré n en une variable a une forme multilinéaire
symétrique en n variables.
Donnons-en un exemple que nous rencontrerons plus loin : soient A la catégorie
1.1.2.2, A et B deux algebres anticommutatives graduées et 6 : B — A une forme li-
néaire. On posera “soit P(x) = 0(z)>—30(x)0(x?)+26(z*) Papplication polynomiale
de degré 3 : B — A”. La forme multilinéaire symétrique associée a P est la forme @
ot Q(z1,x2,x3) = 0(x1)0(x2)0(x3) — 0(x1)0(x223) — 0(22)0(2123) — O(2122)0(23) +
20(x1z9w3). D’apres ce que l'on a vu, et d’apres 1.1.3.4, on associe & @ le polynome
P qui & x: T — B fait correspondre P(z) : Sym*(T) = T® T ® T/&3 — A, donné
par
P(z)(ts @ t2 @ t3) = 0(x(t1))0(x(t2))0(z(t3)) — 0(z(t1))0(z(t2ts))
— (=)D g 0 (1)) 0 ((tr) 2 (t3)) — O(a(t1)2(t2))0(x(ts))
+20(x(t1) - 2(t2) - x(t3)),

ol t ®/t\278> t3 est image dans Sym*(T) de t; ® t, @ t3 € T3,

1.1.3.6. Ce langage est commode car il permet par exemple de traiter le cas des
algebres anticommutatives graduées en écrivant les démonstrations dans le cadre
plus confortable des algebres commutatives. D’apres le formalisme 1.1.3.5, pour
démontrer une identité dans le cadre des algébres commutatives d’une catégorie A
comme dans 1.1.1, il suffit de la démontrer dans le cadre des algébres commutatives
ordinaires. Il en irait autrement pour des théoréemes d’existence abstraits. Ainsi un
énoncé tel que : “Soient A une algebre commutative, M un A-module de type fini,
alors il existe un entier n tel que A" M = 0” devient faux dans le cadre 1.1.1. Le
lecteur pourra vérifier que tous les énoncés du chapitre 1 sont, soit des identités, soit
des théoremes d’existence explicites 1.5.3 dont ’énoncé pourrait étre ramené a des
identités, et qu’il suffit donc de les montrer dans le cadre des algebres commutatives
pour pouvoir les appliquer dans le cadre 1.1.1. Toutefois, lors de leur application
dans le cadre des algebres anticommutatives graduées dans les chapitres suivants,
il faudra se garder d’effectuer des opérations telles que “faire prendre une valeur a
la variable” dans des expressions non polarisées telles que 1.4.2.2.

1.2. Tenseurs symétriques

1.2.1. Soit A une catégorie comme dans 1.1.1 et soit A’ la sous-catégorie de A
formée des algebres commutatives de A. Un objet A de A’ est donc un objet de A
muni d’un produit IT: AQ A — A, et d’'un élément unité 1 : 1 — A tels que I'on ait,
si i est I"isomorphisme de commutativité du produit tensoriel, i : AQ A - A® A,
[oi =1I (zy = yx), Mo (Il 14) = o (14 ®1II) (2(yz) = (zy)2), Ho(1®14) = 14
(1-z=ux).

1.2.2. EXEMPLE. Si A est la catégorie de 1.1.2.1, A’ sera la catégorie des algebres
anti-commutatives graduées.

En effet, si A® et B® sont deux objets de A’, A®* ® B*® est encore une algebre
anti-commutative graduée [4, §4 n° 9 Proposition 14]; de plus, la compatibilité de
I'isomorphisme de commutativité ¢ et du produit tensoriel résultant de la relation

il(a1 @ az)(a} @ ah)] = (=1)**)*(Di(a1a] @ azah)

(—1)(a)e (@) be(mal)e(e20) g of @ gyl

= (_1)€(a1)E(az)+€(a’1)€(a’2)(a2 ® ay)(d, @ a))
=i(a; ®ag) -i(a) ® aj).

1.2.3. Soit A un objet de A’ et soit B un objet de A qui soit un A-module. On
note B®* le produit tensoriel sur A de k exemplaires de B (la sous-catégorie de A

‘p. 13
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formée des objets A-linéaires et munie du produit tensoriel relatif sur A possede
encore les propriétés 1.1.1 carona X ®4 Y = coker( X @ AQY = X ®Y)).

On a vu 1.1.3.3 que le groupe symétrique & opére sur B®*. Si TS*(B) est
le sous-module de B®* formé des tenseurs invariants par cette action, la suite
exacte 0 — TS*(B) — B® — B®F/TS¥(B) — 0 est scindée pour la scission
B® 5 TS*(B) i 21 @ @ = & Y ves, 021 ® -+ @ xy). Ceci permet, aprés
tensorisation par A, de poser la :

1.2.4. DEFINITION. On appelle k¢ module de tenseurs symétriques de B sur A et
on note TS (B) le sous-module de B®* formé des tenseurs invariants par Paction
du groupe symétrique Sy.

1.2.5. PROPOSITION. Si B est une A-algébre de A’, il en est de méme de TS¥(B).

Puisque 'isomorphisme de commutativité du produit tensoriel est compatible
avec le produit dans B®*, le produit de deux éléments invariants par l'action d’une

permutation ¢ est encore invariant par I'action de o, ce qui prouve que TSZ(B) est
une A-algebre.

1.3. Complexe simplicial strict associé & une trace

On suppose désormais que B est une A-algebre de A’, et on se donne une
“trace” 0, morphisme de A-modules.

1.3.1. DEFINITION. On appelle complexe simplicial strict associé & 6, le complexe

k k—1
dl dl
ok ok —_— d% gzdi
M z “ e
B T~ B : —=B®asB - zB——A
dF gk-1 d5
k k—1
ou, si x1, ...,z sont des éléments de B, on a posé : d?(xl Q- Quag) =0(xj)r1 ®

k
"'®fj®"‘®$k*Z$1®"‘®‘T€$j®"'®fj®"'®$k-

0£1
0%

Le fait que le complexe ci-dessus est semi-simplicial est bien connu. Le lecteur

pourra aisément vérifier directement que 'on a :si 1 < j < h < k, d?fl o d’fL =
k=1 _ gk
dy_jod -

1.3.2. DEFINITION. Dans le complexe semi-simplicial ci-dessus, ’application com-
posée : B®% 5 A est indépendante du chemin suivi et induit donc une k-forme
multilinéaire invariante par l'action de &y définie en 1.1.3.3 que nous noterons
(z1,...,2) = PF(z1,...,21) et que nous appellerons k¢ forme multilinéaire de
Waring.

1.4. Calcul des formes multilinéaires de Wiring
1.4.1. PROPOSITION. Soit x; un élément de B pour i = 1,2,...,k. On a alors :
Py (x1) = 0(z1)
Pl (21, 22) = 0(x1)0(22) — O(x122)
P} (x1,22,13) = 0(21)0(22)0(23) — 0(x122)0(23) — 0(21)0(2223)—
O(x123)0(x2) + 20(z12023)

(z2

’p. 15
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et
(1.4.1.1)

oo

s 1 1
Pék(xlv""xk) = Z(_l)k s H =5(5) ; Z (e(xUl)"'e(xUs(l)))
SESK j:lj ’ oS

(O(To, 1) 110,y 12)  OToy 1) a0 - 1T0u 1y s200))

(G PSR IPREEE 29) |
ou Sy est 'ensemble des applications s de N* dans N telles que Z —1Js(j) =k, et
ol 'on a posé |s| = 3772 s(j) et sl =[], s(j)!-

Cette formule peut se réécrire

Pi(xy,...,a) = > (=R (i — 1)1 (i — 1)1
ariit+-Fagig=k
11 <t2<---<1y
(1.4.1.2) e o
1SVEI0 ) SRR
j=1 h=0 r=1

ou o désigne le symétrisé sans répétition du crochet (on recopie chaque terme
différent obtenu en faisant permuter les z; une fois).

L’équivalence entre les formules (1.4.1.1) et (1.4.1.2) est claire car (1.4.1.1) se
réécrit :

1 1
k _ k— (o7}
Pe(m1,...7$k)— Z (_1) > io‘1~~~iae.a1'~~~a2'
arii4togig=k 1 ¢ ’ ’
i <<ty

L oj—
ST (Hx - >)

c€Gy, j=1 h=0 r=1

et illy a asl---apl(it)® - (i) éléments de & donnant le méme monodme.
Nous montrons donc (1.4.1.2) par récurrence sur k. La formule est vraie si k = 1
par définition. De plus, on a :

k
P;Jrl(xl, ey X)) = Pok(ml, cos 2p)0(TRg1) — ZPg(ml, RN 7 T R B T
=1
Ainsi, chaque mondome M de Pé““(xl, .oy XZgy1) S'écrit, ou bien M’ - 0(xk41),

ou bien 6(x;, - - x;; x4 1)M" et d’apres la formule ci-dessus, le coefficient de M dans

ngﬂ(ml7 ..., Zp+1) doit étre égal au coefficient de M’ dans P(f dans le premier cas,

et a —j fois le coefficient de 0(xz;; - - - z;;)M" dans PQ]~c dans le second cas. C’est bien
ce que lon vérifie sur la formule (1.4.1.2).

1.4.2. Polyn6éme de Wiring.

1.4.2.1. DEFINITION. On appelle k*™¢ polyndéme de Wiring associé a 6, et on
note P)(x) lapplication polyndmiale associée par 1.1.3.4 & l'expression polarisée
PY(z1,...,21) : P¥(z) = Pf(z,... ).

ng est une application polynomiale de degré k de B dans A au sens de 1.1.3.4.

Elle est définie sans hypothése restrictive en vertu des conventions de 1.1.3.5.
Notons que puisque nous sommes en caractéristique zéro, on a :

(Vo € B,P}(z) =0) < (Va1,...,x € B, P¥(x1,...,21) =0).

1.4.2.2. PROPOSITION. On a :

‘p. 16
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1°)
K e [ T7 ) T apiys)
Pe(x):Z(—l) HW QHQ(W) 7.
sESk j=1 tj=1
2°)
O(x) 0% --- - g(xk)
1 0(x) G(xF1)
Pl(x) = A
3 - -
0 S o)
k=1 6(x)

La premiére relation résulte immédiatement de la proposition 1.4.1. Montrons
la seconde par récurrence sur k. La relation est triviale si k = 1. D’apres les relations
de récurrence déduites de 1.3.1, on a :

Pé“(x) = Q(x)P(f*l(sc) — (k- 1)P(§71(9c,x, ooz, a?)
=0(x)Py ! — (k- 1)0(2*) Py 2(2) + (k — 1)(k — 2) Py 2(x, ..., z,2%)

= > P ),

En développant le déterminant de 1’énoncé suivant la derniere colonne, et en
appliquant '’hypothése de récurrence, on obtient bien la relation annoncée.
1.5. La trace universelle
Soient A et B comme dans 1.3.1 et k € N*.

1.5.1. DEFINITION. On appelle trace universelle associée & A et B le morphisme de
TS (B)-module py, : B®4 TSY(B) — TS (B) donné par

k
pr(b® ) = (Zl@l@---@ b ®1®-~-®1> .
=1

i®me place

1.5.2. PROPOSITION. Supposons que l’on ait A un anneau commutatif et B = A[X].

-eme

Alors, si l’on note S; le j°™¢ polynéme symétrique élémentaire, on a : j!.5; = ng (X),
sij <k, et P](X)=0,sij>k.

En d’autres termes, si N; = pp(X?) est le i®™¢ polyndéme symétrique de Newton,
et si 'on pose d’apres 1.4.2.2

X, Xo oo e X5
1 Xy Xo - X
Pk(Xh...,Xk): 2 ,
O X,
k-1 X

on a ]'SJ = Pk(Nl, ce ,Nk).

Notons TS% B = A[X1, ..., X;]?. Placons-nous dans TS B[Y] et posons S =
(=1)7S;sij <k, et S;=0sij>k.

‘p. 18
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Soit

k
(%) Q=JJa-xv)= ZS’YJ
i=1

On a
k
logQ = Zlog (1-X,Y) Zpk (XP)
=1
d’ou
ad logQ) (* Z;o:1 %Pk(Xp)Yp>m
(#¢)  Q=-exp(logQ) = > => —
m=0 m>0

En comparant () et (xx), il vient d’aprés la formule multinomiale :

1 ZSl
53‘22 DS Hgsw)HX

SES;
d’out en vertu de 1.4.2.2 1°), jlS% = (1) P}, (X), ce qui prouve 1.5.2.

1.5.3. THEOREME. Soient A et B comme dans 1.3.1, et soit § un morphisme de
A-modules 6 : B — A. Alors les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) 1l existe un morphisme de A-algébres ¥ : TS%(B) — A tel que le dia-

gramme suivant soit commutatif :

B®4 TSE(B) -2 TSk (B)

B—2% >4

(i) Py BEFT — Aest nul et 6(1) = k.

De plus, lorsque ces conditions sont vérifiées, ¥ est déterminée de maniére unique;
plus précisément on a, si Vz; € B :

W(Z U($1®-~'®J)k)> = PN (zy,...,xp)

oeSy,
soit encore 1.1.3.5, 1.4.2.1 kW (2®F) = PF(x).

Montrons d’abord que si ¥ existe, on a bien :

\P(Z a(:ﬂl®~~®xk)> = PN(zy,...,xp).

oSy,
Montrons pour cela par récurrence sur k la relation :
(1.5.3.1) Y o @ @a) =Py (x1,..., wk)
ceSy,

(on a identifié z; et pry(x;)).

p- 19
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Sil’on note pﬁH I’application : B%k — Bﬁ’kﬂ donnée par p’,§+1(x1 ®-Qxp) =

Zf+11x1®x2® " REi—1®1x;® - @ xrt1. On a en effet :

Y o@1 @ ®@kt1) = pi < Y o@m @ ®xk)pk+1(xk+1)>

0€G L ceS
d
_ E k41 Eé<h<k )pk+l < Z 0‘(x1®...®xexk+1 ®"‘®$k)>
ceBy,

_ k Pk:
= Pk+1 ( pk($1,-~- )) Pk+1 1?k+1 pk+1 171,...,3:ga:k+1,...,xk))

k
=P (@1, ) pr1 (Trgn) E pkﬂ (T, TpT g1y oy Th)

k+1
= Ppk+1 (xl, NN ,Ik+1>.

Ceci prouve (1.5.3.1).
Des lors, si ¥ existe, on a :

v U($1®"'®$k) =U ka(.’L‘l,...,xk)

(1.5.3.2) <G€z(;k (Fo. )
= Pq’fopk(xl, N ,l'k) = Pég(l'l, ce ,.’L‘k).

Ceci prouve l'unicité de ¥, les éléments de la forme Zaeek o(z1®--- ®xy) engen-

drant TS¥ (B) (on est en caractéristique zéro).
Montrons maintenant (i) = (ii).
Si ¥ existe, on a :

0(1)=Topgopr;(l) =Topp(l)=T(k)=kU(1) =k

et
PGICJFI(:L‘l, e $k+1>
k
:Pé“(xl,...,x O(zr41) ZP (T1ye ey TpZ i1y - -+, k)
(=1
=¥ ( Y om @ ®$k)> P (pr(Tr+1))
ceSy
Zq/(Z oz ® - ®$€$k+1®"‘®xk)>
ceSy,
k
=v Z o(x1 ® - @ k) pr(Tp41) ZU TR @ TpTpg1 @ - @ T)
oSy, =1
= T(0) = 0.
Montrons maintenant (ii) = (i). ’ p. 21

On a tout d’abord le

1.5.3.3. LEMME. Soient R un anneau commutatif, et S une R-algebre commutative
engendrée par un sous-R-module A. Soit ¢ un morphisme de R-modules S — R.
Alors pour que ¢ soit un morphisme d’anneaux, il faut et il suffit que 'on ait
e(l) =1, et

Vs e S, VaeA, o(s-a) = o(s)p(a).
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La nécessité est claire et, pour montrer la suffisance, il suffit de montrer que
l'on aVs € S, Vay,...,ar € A, ¢ (s-Hle ai) = p(s)p (Hle ozi). Or on a :

o (s ) = o (sTIS i) wlan) = o (TIT ai) wlan-n)plon) = -+ =

w(s) [Ty (o) = p(s)p(aran) [Ty plaw) = -+ = p(s)p (Hle ai>-

Sous les hypothéses de (ii), soit ¥ I'unique morphisme de A-modules :
TSY(B) — A vérifiant (1.5.3.2). D’aprés (1.5.3.1), TS¥(B) est engendrée en tant
que A-algebre par les termes de la forme pg(x). D’apres 1.5.3.3, pour vérifier que
¥ est un morphisme d’anneaux, il suffit donc de montrer que 'on a :

Y ( Y ol @ ®$k)> V(pr(Tr+1))

geSy,
k

:lII(Z Z a(m1®-~-®$z$k+1®“'®$€)>'

=1 0c€eSy
Or la premiere relation s’écrit :
1
v(1)=v (kpk(1)> = Eﬁ(l) =1 soit A(1)=k
et la seconde s’écrit
P9k+1(1'17 ..., Zg+1) =0, comme on la vu.

Ceci termine la démonstration de 1.5.3.

1.5.4. COROLLAIRE. Si, sous les hypothéses du théoréme 1.5.3 on suppose que pour
tous z1,...,Tx+1 € B, on ait P0k+1(a:1, .., TEe1) = 0, alors, il existe une unique
décomposition A = Hf:o A;, telle que si B; = B®4 A;, et si 0; est la trace B; — A;
déduite de 6 par le changement de base A — A;, alors les conditions (i) et (ii) du
théoreme 1.5.3 soient vérifiées pour 6; et i, pour tout ¢ € {0,1,...,k}.

On a d’abord le lemme :

1.5.4.1. LEMME. Soit A une Q-algeébre commutative, et soit u € A tel que Hfzo(u—
1) = 0. Alors, il existe une unique décomposition A = Hf:o A; telle que I'image de
u dans A; soit égale a 1.

L’unicité est claire. Pour montrer 'existence il suffit de montrer que le mor-
phisme A — Hf:o A/(u — i) est un isomorphisme. D’aprés le théoréme chinois, il
suffit de montrer que si ¢ # j, (u — i) + (u — j) = A et que ﬂfzo(u —14) = (0) or si
1% 7, onalzw,etdoncAz(u—i)—i—(u—j).

Par ailleurs soit = € ﬂfzo(u —14). Pour i = 0,...,k, il existe a; € A tel que
2 = a;(u — 7). Soit P; le polynome P;(X) = [[i=0 2=2. On a donc P;(j) = 0ij et

i

i
donc Zf:o P,—1=0car cekpolynf)me de degré k a (k+1) racines dans Q. D’autre
part, on a (u — i) P;(u) = M = 0. On déduit donc :

j:()(ifj)
J#i
k k
x:ZPI(u) szPi(u)(u—z)aL:O
=0 =0

’p. 22
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Ceci termine la démonstration de 1.5.4.1.
Montrons 1.5.4.
On peut dans la formule 1.4.2.2 2°) remplacer « par 1. On obtient

6(1) 6(1) --- - 6(1)
16 - - 6(1) X
PE(1) = 2 SRS [COEHES
. : j=0
ko 6(1)

D’apres le lemme 1.5.4.1, il existe donc une unique décomposition A = Hf:o A;
telle que si 6; est le composé de 6 et de la projection de A sur A;, on ait 6;(1) = i.
Par ailleurs, puisque la projection de A sur A; est un morphisme d’anneaux, on
a encore Pekfl = 0. De plus, en remarquant que l'on a : ngl(xl,...,zj,l) =
(6:(1) — j)Pgi (x1,...,2;), on déduit par récurrence descendante sur j (j variant de
kai+1), que on a Pgi = 0, et donc finalement ngl = 0. La condition (ii) de
1.5.3 est donc vérifiée pour @; et 1.

1.6. Revétement canonique de TS%(B)

1.6.1. DEFINITION. On note Iy(B/A) Vidéal de B @4 TS%(B) engendré par les
expressions de la forme

k
S |=e0eie -1l -0l & ©1e--01)
UEGK. =1 o_(i)eme
place
:Q];k(xh...,xk).

On appelle revétement canonique de TS%(B) et on note B# TS%(B) le quotient
B @a TS, (B)/I4(B/A).

REMARQUE. Cette notion de revétement n’est pas compatible aux changements de
base.

L’importance de ce revétement provient de la
1.6.2. PROPOSITION. On a pi/Ix = 0.

pk étant un morphisme de TS (B)-modules, il nous suffit de montrer que pour
tous x1,...,2k+1 dans B, on a : pk(Q’;k (x1,...,2k)xk+1) = 0.
Montrons d’abord le

1.6.2.1. LEMME. On a :

k
. 1 .
k k—
Qp (1, .., 7p) = Z(—l) J Z ﬁng(xal,...,xUj)xgHI Ty
§j=0 LECT
On conserve ici les conventions de signe de 1.1. Q’;k étant une fonction sy-
métrique en z1,..., T, puisque l'on est en caractéristique zéro, on peut supposer
rT1=-=zp=x. Notant y, =1®1®---® =z ®1®---®1, on a alors
i®me place
1 k k
k k—j qj k—j
2@ ) =TT — 9 = D (-)F I8 (gt
i=1 =0

ot §7(y) est la j°™° fonction symétrique en les ;. D’aprés la proposition 1.5.2, on
a S (y) = %ng (x), ce qui prouve le lemme.

p- 23
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Ce lemme nous conduit a poser la

1.6.2.2. DEFINITION. Soient A, B et § comme dans 1.3.1. On pose

k .
(D = gy
Qk(zy1,...,x1) = ZT Z P)(Zoys- 1 To,) Ty Loy

7=0 ceBy

1.6.2.3. REMARQUE. Notons que si A et B sont des anneaux commutatifs et si ’on
suppose par exemple que B est fini de degré k sur A et est plat sur A, si 'on note
R, le polynome caractéristique de la multiplication par z dans le A-module B, on
a Qk(z) = R,(x) = 0 d’apres le théoréme de Cayley—Hamilton (si 6 est la trace
canonique de B dans A).

On ale
1.6.2.4. LEMME. On a la relation Py (zy,...,2511) = 0(QF(z1,. .., 21)Tpt1)-

Montrons d’abord par récurrence sur k la relation

Qb (w1, .., wy)

(1.6.2.5) ~ ut
:Q’; 1(1’1,-“717@—1)[9(37!@)_xk]_ZQI; 1(x1,...,xgxk,...,x;€_1).
/=1

Le second membre de 'expression ci-dessus est égal a :

k—1 (71)k717j )
Zf Z Pej(x017"'ﬂxa_7)xoj+1 "'1'01@71[0(1”6) 71”6}
Jj=0 0€SL_1
k—1k—1 (_1);{3,173‘ )
72 — Z P)(Zoys- oy TpThey oo o Ty T,y Ty,
¢=1 j=0 AT
o H(0O<)

J
+ E Py(xoyy. T, ) W0,y - Tk Ty,
c€SL_1
o (0)>j

ce qui, en vertu des relations de récurrence sur les P, se récrit

- (D J
i Z P)(Zoys- 1 To;)Tayyy Loy, Tk
j=0 ’ c€ES,_1
k—1 ;
(=1)* j+1
—|—ZT Z PI Ty o Ty T) Ty Ty
7=0 c€Sr_1
k—1 (_1)]07] ;
+ T Z Py (xgl,...,:cgj)xng T Tk
j=0 ’ cE€ES,_1
k .
_1)k—J .
:Z(J' Z P Ty s T, )Toysr o, = Q5 (21, .., Tp)
j=0 ’ c€S

ce qui prouve (1.6.2.5).
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Montrons maintenant par récurrence sur k le lemme 1.6.2.4. La formule est
vraie pour £k =0. On a :

Pé““(xl, ey Tg1) = Pek(xl, cos TE)0(Thy1) — ZPg(xl, e LT g1y e )
(=1

= 9($1Q’g_1(9&2, coy Zp))0(Thy1) — H(xlkaQ’g_l(xg, )]
k
- 29@1@’;_1(1‘2, e DTy 1y TE))
(=2

= 0(21Qf(z2, ..., Tp11))

d’aprés (1.6.2.5), ce qui prouve 1.6.2.4.
Notons enfin que la proposition 1.6.2 résulte immédiatement des lemmes 1.6.2.1
et 1.6.2.4 puisque, en vertu du théoreme 1.5.3, on a P,f:rl =0.

1.6.3. COROLLAIRE. Soient A, B et # comme dans 1.3.1. On suppose que 6 vérifie
les conditions équivalentes du théoreme 1.5.3. Alors, si Jy est I'idéal de B engendré
par les QF(z1,...,2), on a 0|7, = 0. On dira que 0 est a support dans B/Jj.

Cela résulte immédiatement de la propriété (i) du théoreme 1.5.3 et de la pro-
position 1.6.2.

1.6.4. Cas commutatif. Si A et B sont deux C-algebres commutatives, si I’'on
note Y = Spec A, X = Spec B et X# Sym]f/X le spectre de B ® TSZ(B)/I#,
ensemblistement X # Symlff X a ses points fermés de la forme (z, (y1,...,yk)), ol
x est I'un des points y;.

Si Z est un sous-schéma fermé de X, fini et plat sur Y, on dispose d’une trace
0: 0Oz — A, et donc d’une trace 0 : B — A, qui vérifie les conditions de 1.5.3 pour
un entier k, et qui induit donc un morphisme f:Y — Sym@ X. Si I'on note alors

Zy le produit cartésien Zy — X# Sym% X | alors Zy = Spec(B/J) (1.6.3),

L,

Y Sym? X,
a méme support ensembliste que Z, et 'on a un morphisme Z — Z4 qui est
ensemblistement l'identité. Toutefois, méme si Z est réduit, ce n’est pas en général
un isomorphisme.
En général, Jy n’est pas le plus grand idéal inclus dans ker 6.

1.7. Sommes de traces et traces de traces

Soient A et B comme dans 1.3.1. A deux morphismes d’anneaux ¥
TSH(B) — A et Wy : TS®2(B) — A, correspond un morphisme ¥; x W,
TS%T*2(B) — A qui est le morphisme composé : TS¥™*2(B) — TS (B) ®
TSZ2 (B) e 4 si 0, et 65 sont les traces associées a Wq et Wy par le théo-
reme 1.5.3, 1 + 65 est la trace associée a ¥ x Ws. Nous exprimons ici la relation
entre les P}, , Py et Py correspondant & cette remarque.

1.7.1. PROPOSITION. Soient A et B comme dans 1.3.1 et soient 6; et 05 deux
morphismes de A-modules B — A. Alors, pour tout k& € N, pour tous z; € B, si
I'on pose P) =1, ona:

1 k k
Pf oo, (z1,. .. 1) = Z N ZPall(x(,l,...,zgkl)PGQZ(zalirl,...,xr,k).

k1+ko=k ! : leASIGTR
ki >0

‘p. 2
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On procede par récurrence sur k. La formule est triviale pour & = 1. Si elle est
vraie pour k, on a :

Pyt (@1, ahg1) = Py g, (1, 2) [01(2kg1) + Oz (k1))

k
k
- E Py g, (1, . ey, ..., Tp)
=1

1 k k
= Z T Z Py (Toys o Toy )Pyl (Toy 1r - Tary,)

k1 Vko!
k1 +ko=k cES
1
01 (@hg) + Oz )] — Y s D
k1lks!
k1+ko=k oceSy
k1
k k
ZP011 (T ey Ty Thtls - - - s Loy, )P(;;(xffkﬁ—l’ ey Toy)
=1
k
k k
+ Z Pyt (Toys- - ,xakl)Pg;’ (ac(,k1+17 ey Loy Thtls s Ty, )
l=ki+1
1 k
_ +1 ko
= E ] E [Pall (Tors s Tog, s Tkt 1) Pyl (Tog 11 -+ -5 Ty )
L =T
k ko+1
+P (Toys o Ty )P (Tog yrs e+ s Togy Tht 1)
Z 1 Z k k
— 1 2
N kq1lko! Pal (xal""’mdkl)Pez (x”kl-*-l""’xgkz)
k1+ko=k+1 L2 €S 41
ceci termine la démonstration.
1.7.2. COROLLAIRE. Soient A et B comme dans 1.3.1 et soient 64,...,60, des mor-
phismes de A-modules de B dans A, tels que pour ¢ = 1,...,¢, on ait Pekii+1 =0.
Alors, pour tous entiers positifs aq,...,ay, on a P%S_e_ =
Y

Par récurrence sur Zle a;, on est ramené au cas { = 2, a; = as = 1. On a
alors Pé?“ = Pekjﬂ = 0. En remarquant que si {1 + ¢35 = k1 + ko + 1, on a soit
£y > ki + 1, soit £ > ko + 1, donc soit Pgll = 0, soit P‘fj = 0, on déduit de la
proposition 1.7.1 que l'on a Pé“lljelzﬁl =0.

Ces deux énoncés peuvent se généraliser comme suit :

1.7.3. PROPOSITION. Soient A une Q-algébre commutative, B une A-algébre com-
mutative et C' une B-algebre commutative. Soient 6; : B — A un morphisme de
A-modules et 05 : C' — B un morphisme de B-modules. Alors, pour tout k& € N*,
on a:

k! 1 . .
PF o, (z) = S—— N N LA
et sgs:k. [Tien(@)=@ st ( 62 )

ou l'on a posé

S1+-tse (.08 ®sr) — pSitetse
P (7. 0%) = Pyt (T1y ooy Ty e ey Ty e ey iy e ey Ly ey L)
———

S1 Si Sr

p- 27
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On procede par récurrence sur k. La formule est triviale pour & = 1. Si elle est
vraie pour k, on a :

PekiltéQ( ) - 01 © 92(m>P9klo€2 (SL‘) - kPGkIOGQ (.’IJ, (RS gj,xQ)

= Z 1 ]z!z')su) 91(92($))P9|f‘(-'~>P52( ), kZ

5!
SESK 5 H ]GN
PRI Py (@), P (@) 07 B (), )|

=> S,Hk'(z,)( 01(02(x)) Py (..., Phy ()@ ) =3 s(j)
sESk

jEN

P@lj‘(~-.,Pg2(I)®S(]) 1 PJ ( +Z

JjEN
PP Py ()0, P (2)%*DY P (2)0(x) — P, (, ..., 2,57), .. ')}

M |s|+1 . |
= TITT00 oNe(d) P (92($>7...,P’L ($>®s(z)7”-)

Sgk S!Hizl(z!)s(z) 01 .
+Z P‘ sl 7Pt9iz (x)®5(i)’..-’P0j2(x)®8(j)_l7pej;_1(x)7...)

JeN

_ oy kDLl g )20,

SESk+1 st Hfil(l')s(l)
Ceci termine la démonstration de 1.7.3.

1.7.4. COROLLAIRE. Si, sous les hypothéses de 1.7.3, on suppose que l'on a P(;?H =

0 et sz‘Irl =0, alors on a P(flokgﬂ =0.
1 2

En effet soit s € Skyk,+1 tel que |s| < ki. Soit m le plus grand entier tel que
s(m) # 0. On a alors

kiky < kiko+1= Zzs(z) < st(z) =mls| < mky
i=1 i=1

d’ot m > ks.

Par conséquent, si s € Sk, k,+1, soit on a |s| > ki + 1, soit il existe un entier
i > ko + 1 tel que s(i) # 0.

Dans les deux cas, on a Pls‘( ) ,Pg2 (x)®5(®) . .) =0, et on déduit de la propo-

sition 1.7.3 que l'on a Pgilokfjl 0.

1.8. Sur les équations de TS" (B)

Lorsque B est une A-algebre engendrée par des éléments x1, zo, . .., xs, €n vertu
de (1.5.3.1) TS (B) est une A-algebre engendrée par les éléments py (i, T4, - - - 24, ),
i1,...,0- € {1,2,...,s}. Il est donc naturel de chercher des équations entre les
pr(xi, - x;.) (outre celles que 'on peut déduire des équations entre les z;).

On ala

1.8.1. PROPOSITION. Soient A, B et § comme dans 1.3.1. On suppose que # vérifie
les propriétés équivalentes du théoreme 1.5.3 (9(1) = k, Py = 0). Alors, pour

p- 29
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tous z1,...,%k,Y1,-..,Yr dans B, on a :
k 0(x1) O(x2) -+ O(xg)
Oy1) O(xryr) O(xayr) -+ O(zry)
det . . . . =
O(yx) O(z1yx) O(z2yr) - O(Tiyr)

ol le det est une forme multilinéaire en les z; et les y; au sens de 1.1.

1.8.2. LEMME. Soit P = (P;) une partition de {1,...,k}, et soit G,EP) le sous-groupe

de &y formé des substitutions laissant globalement invariants les P;. Alors, on a : p. 30
1 sicard(P)=1Viel
S ey =g Send
) 0 sinon.
ocES,

Si tous les P; n’ont qu'un élément, 6;13) est réduit a l’identité, donc
ZO’EG;P) S(J) = S(id) = 1.

Sil'un des P; a au moins deux éléments, la transposition 7 échangeant ces deux
éléments appartient a G;P) et l'application o — 700 de 6,(:)) dans lui-méme est
une bijection de sorte que ’'on a :

Z elo) = Z g(roo)=— Z g(o) =0.
ocesD oceslh oceslD

1.8.3. LEMME. Soient A un anneau, B une A-algebre et 8 un morphisme de A-
modules de B dans A comme dans 1.3.1. Alors, si x1,...,Tk+1,Y1,- -, Yk+1 SOt
des éléments de B, on a

O(z1y1)  Ox2pn) - O(rk+191)
0(w1y2) :
. 0(x;y:)
O(z1Yk+1) e T O(Tk+1Yk+1)
= Z E(U)Pek"’l(xlyg(l), S TiYa (i) -+ Tht 1Yo (k1)) -
0€GL1

Exprimons le terme de droite. On a, d’apres la 1.4.1,

Z 6(0)P0k'+1(m1y01’ s 7xk+1yak+1)

0€S k11
= |
= Z (—1)k+1-lsl H o | Z Z e(r)
$ESK+1 j=1 J ' 0€G11 TEGK 1

(0(3301 yTOUl) e 0(3303(1)%'005(1) ))
(0(x03(1)+1xﬂs(1)+2y700's(1)+1 y7005(1)+2) T
9(x05(1)+25(2)—1mgs(1)+25(2)yTOUS(1)+25(2)—1 yTOUs(1)+2s(2)—1) T ( o ) e

9(x05(1)+25(2)+---+1«s(k)+1  Lopyr Yooyt dhs(m) 41 T yTOUk+1)> .

Le coefficient d'un terme 0(24,Yro0,) " O(To, (1)1 s rapyss ** Yrooks:) €st done ’ p. 31
si (P)s,r0 est la partition de {1,...,k + 1} en les ensembles {7 0 01},...,{7 0
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Ty > AT © Og()41,T © Tg(i)42)s -1 AT © Os(1)425(2)=1>T © Os(1)425(2)}>-+ 51T ©
Os(1)+2s(2)++ks(k)+15- -+ T © Okt1}, égal a
Sl ] Eay ) My § (EORC I SN |
3 el B S A%
=1 =1 ~(P)s, 7,0
J J tes, T

soit encore & :
0 sis(l)<k+1,
1 sis(l)=k+1 (et s(j)=0sij>1)
d’apres le lemme 1.8.2.
On déduit donc

Z e(0) Py T (@1Yo(1)s - - s Tkt 1Yokt 1))
€S k41

= Y e(0)0(@1Ys1) - O(@hs 1Yo (ks1));
0€EG k11
ce qui prouve le lemme.

1.8.4. Démonstration de la 1.8.1. 1.8.1 résulte immédiatement du 1.8.3 en fai-
sant 21 = y; = 1 et en utilisant (1) = k et Pé““ =0.

1.8.5. REMARQUES.

1.8.5.1. Soient ¢/ (i =14 p, j =1 a k) les coordonnées de k copies de CP. Posons
:erh)_l

Ny, = SO ( L 1(tf)éi). Soit ¢y, le morphisme de Sym*(CP) dans c(t

j:l 1=

0<li+4+ --+4, <h. Onaalors la
PROPOSITION. a) Pour h > k, ¢y est un plongement de Sym®(CP) dans
c(i)-1,
b) Sip > k, l'idéal de Symk((Cp) dans CUT9) =1 est engendré par les expres-
sions déduites de la 1.8.1 de la forme

k Nj - o
Nigv Npgn -+ Npejn

(1.8.5.2) , T N
Ng/k N[1+g/k te Ngk+l7/k

pour & = (¢1,...,60) avec Y0_ (¢ + €1) <k, V(h,j) € {1,...,k}2.

¢) Si p < k, lidéal de Sym"*(CP) dans c("$)-1 pour le plongement oy
est engendré par les expressions (1.8.5.2) pour Y.b_ (¢ + 1) < 2k

et par les formes de Wiring P§+1(t‘zl,...,t‘7k+1) ou 6(t') = Nj, pour
E+1 j
> i b < 2k

Dans le cas c), la borne 2k choisie n’est bien siir pas la plus petite borne possible
en général.

Cette proposition sera démontrée dans un travail ultérieur et ne sera pas utilisée
ici (cf. 6.4.2 pour un exemple simple).

1.8.5.3. La proposition 1.8.5.1 traite le cas des polynomes multisymétriques. Pour
létude des fractions rationnelles multisymétriques, on peut consulter [11], ot il est
montré notamment que le n®™° produit symétrique d’une variété rationnelle est
encore rationnel.

‘p. 32
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Ce résultat est a rapprocher d’une question de Safarevich demandant si les
composantes irréductibles du schéma de Chow d’un espace projectif sont des variétés
rationnelles.



Chapitre 2

Classes de cohomologie locale et résidus

2.1. Résidus et traces de différentielles

2.1.1. Données. On se placera dans la situation suivante : soit S un schéma de
caractéristique zéro. Soit X un schéma lisse sur S purement de dimension relative
n + p et soit |Z| un fermé de X de dimension relative inférieure ou égale & n. On
note j I'immersion fermée : Z.oq — X, ol Zyeq est le schéma réduit sous-jacent au
fermé |Z]|.

On dira qu’un couple (f, B) est une projection de Z, si B est un S-schéma lisse
irréductible purement de dimension relative n, f est un S-morphisme X — B, tel
que le morphisme composé h = f o j : Z,oq — B soit un morphisme fini.

2.1.2. Classes de cohomologie locale et traces. Nous considérerons des classes
appartenant a H‘Z| (X, ng/s) La théorie de la dualité (cf. [10] pour plus de détails)
nous donne la

2.1.3. PROPOSITION. Si pour tout m > 0, on note Z,, le m*™® voisinage infinitésimal
de Zied, jm le morphisme Z,,, — X, et hy, = f o jm, on a :

ity (X, 9% ) = iy Hom (35,055, 235

En effet, on a :

H|pZ\ (X, QI))(/S) = ligFJX‘tp(j"L*(,)Zm7 QI))(/S),
et
(jm*OZ7YL7 X/S)

= m(]m*O Lo X/S [p]) (décalage)

Hom(j+Oz,, Q}J/rg ® Vs o)) (dualité sur X)
~ m(jm*OZ ® N /g[—nl, Qx/g[n + ) (Hom(A, Hom(B,C)) ~ Hom(A ® B, ()
~ Hom(j+Oz,, ®QX/S[ n], K%/s) (X lisse sur S).
~ Hom (j Q% / s)nl, K3 y S) (fonctorialité du dual pour une immersion)
~ Hom (] (%)), by "R Hom(h,n.Ogz,,, KB/S)) (fonctorialité du dual pour un morphisme fini)
~ m( madm (V% 5) 0], K}E’/S) (dualité sur B)
~ Hom( madm (V% 5) 0], Q%/S[n]) (B lisse sur S)
~ Hom (hm*jm(ﬂx/s)»Q%/s> (décalage).

Dans le reste du chapitre 2, on se fixe une classe ¢ dans H |Z‘ (X, QZ))(/S)
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Rappelons qu’une telle classe est en fait une section globale d'un faisceau
Extp(jm*(’)zm,Q’;(/S) puisque ’on a :

Eti(jm*OvaQg(/S) = HO <X7 Mp(jm*(gzm, Qg(/s)) .

(Ceci résulte de ce que la dimension de Z est inférieure ou égale a n).
Par ailleurs, rappelons que ’on a une suite exacte :

+1 d’ +1
0— Hf’Z‘(Qg(/S — Qf;(/s =) = Hf’Z‘(ng/S) RaY Hf’ZI(Q’)’(/S)

de sorte que si ’on suppose d’'c = 0, ce que nous ferons & partir de 2.2, ¢ peut étre

considéré comme une classe de H‘Z’Zl(Q&/S — Q’)’;/g — ).
En particulier, grace au morphisme de complexes
+1
0 I 0 Vs Vs
S +1
Ox Q%{/s Q.Z;(/s Q.’;(/s =

on peut lui associer une classe en cohomologie de de Rham :
2 1
ceH‘é’l((’)x = Qg — _>Q§</s—> S

Pour un m, il correspond a ¢, d’apres la proposition 2.1.3, un homomorphisme
appelé trace et noté 6 : hy.jin, (V) — Q%5

Si (B',f’) est une autre projection de Z, on a de méme une trace ¢’
h;n*j;n*(Q}/S) — Q%,/S. L’objet de ce chapitre est de comparer les propriétés
des traces 6 et 6'.

Soient A un anneau, M un A-module, f1,..., f; des éléments de A ; 'image d'un

élément a de M/(f],..., fI') dans hénn(M/(ff, ..., fI')) sera notée par le symbole
a
[f{-~~f7} (cf. [7])-

Si Z peut ensemblistement étre défini par p équations fi,..., f, dans X, la
classe ¢ peut alors s’écrire :

W
c:[ 0 ] avecwerf;(/S.

1

Alors, si w € Q’;{/S, on a:

w/\wo}

f(w) = Resx/p [fff; ([10, 3]).

2.1.4. Prolongement des traces. La trace 6 : hm*j;"n(Q}/S) — Q%/S se pro-
longe en une trace notée encore 6 : hm*j;,"l(QB(/S) — Oy )5 dapres la

2.1.5. PROPOSITION. Il existe un unique morphisme de Q;B/S—modules gradués, de
degré 0, hm*j,*n(Q;(/S) — Q%/S, noté encore 6, et qui induise en degré n le mor-
phisme 6 : fum i, (2 /) — Q5 donné.
B étant lisse sur S, par bidualité, on a :
Q3,5 ~ Homo,, (HomOB (02%/5:/5), Q%/s) ;
de sorte que ’homomorphisme :
k —k
QB/S - HOHI(QB(Q%/S, %/S)»
Wy (W wAWw)
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définit un isomorphisme Q;B/S ~ Homp, (973/57 Q%/S).
On a dés lors

Homgs (hTI’L*.j:;LQB(/Sv Q.B/S)

12

Homgs (hm*quQ}/& Homo, (2%, Q%/S))
~ Homoy, . (hmein@%/s ©on Vs Vys)
~ Homo, (hm*]':nQ;(/SaQ%/s> :

Si I'on note Hom%).g/s(hm*j:nﬂk/s, Q%) l'ensemble des morphismes de degré 0,
on en déduit

Homfy  (hmediu %5 Qs ) = Homoy (hmein % s, Vs )
ce qui montre la proposition 2.1.5.
Si 9}3/5 est un Op-module libre, si (w1,...,w,) est une base de 9}3/37 si I est
un sous-ensemble de {1,...,n}, nous noterons

wr = /\ Wi,

ooael
7 croissant

¢I le complémentaire de I dans {1,...,n}, e(I) lentier égal a £1 tel que wey Awy =
5(-’)@{1,.4.,”}, et

rwy 0 sil ¢ J,

wr Twiner sil CJ.

Avec ces notations, le prolongement de 6 déterminé par 2.1.5, est donné par la
formule : si w € Q’)“(/S,

0w A w
Ic{1,...,n} 1
#I=n—k

2.1.6. Classes de cohomologie locale d’-fermées. Nous noterons d’ la différen-
tielle :
. o1
d: H‘pZ|(X, QX/S) — Hlpz‘(X, QXJ;S).
Rappelons (cf. [8]) que, si 'on écrit les éléments de H‘pZ|(X7 Q?(/S) sous forme de
symboles 2.1.2, la dérivation d’ se fait comme pour les fractions.

2.1.7. PROPOSITION. Soit ¢ € H"’Z|(X, Qg(/s), et soit 6 : hinajn Q2% /5 = Q)5 la

trace qui lui est associée par les 2.1.3 et 2.1.5. Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) d'e=0.
(ii) Oodx/s =dpsso0.
Siw e Q?&é, ona:
fodx/s(w)—dp/gob(w) =Resp((dw) Ac) —dp/g o 0(w).
Or, d’apres [8, IIT 3.1.1 (ii)], on a dp/g o 6(w) = Resp(d’'(w A ¢)), puisque la trace
des complexes-dualisants commute & la différentielle d’. On en déduit donc :

0odxs(w) —dpsob(w) =Resp ((dw) Ac—d'(wAc)) = (—1)" ) Resp(w A d'e).

p. 36
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Pour en déduire que Vw € Q}/S, on a alors également fodx/g(w) = dg/g08(w),
il suffit alors de suivre les isomorphismes de la démonstration de la 2.1.5 :
si 0 est la trace hm*jan;(/S — QTB/S, I'image par ces isomorphismes de 6 o
dx/s—dp, o0 est I'élément de Homo,, (hm* nek.on, S) égal & fody g—d g 500.
Oodx/s —dp/s o0 est un Q;B/S—homomorphisme car si w’ € QIB/S, on a :
0o dX/S — dB/S o f(w A OJ/)
= 0(dw) A’ + (—1)F @ 0(w) A dw’ — d(B(w) Aw')
=fodx/s—dp/sof(w) Aw'

Nous supposerons désormais que la classe fixée en 2.1.2 vérifie les propriétés de la
2.1.7, donc que d'c = 0.

2.2. Changement de projection infinitésimal
2.2.1. Automorphisme infinitésimal. Rappelons le résultat suivant :

2.2.2. PROPOSITION. Soient R un anneau de caractéristique zéro, I son nilradi-
cal, et A une R-algebre lisse; soit 1 le morphisme A — A/MA. Alors tout R-
automorphisme ¢ de A tel que o = 1 s’écrit d’une maniére unique ¢ = exp(U) =
Y >0 UTT, ou U est une R-dérivation de A telle que 1) o U = 0.

En termes géométriques, ’exponentielle est une bijection du groupe des champs
de vecteurs de Spec A triviaux au-dessus de (Spec R)yeq sur le groupe des automor-
phismes de Spec A triviaux au-dessus de (Spec R)eq.

Si U est une R-dérivation de A, et si ¢ = expU, on a

play) = 3 T S 0@t () = p(@)et),
n>0 k!

et
poexp(—U) = exp(—U) o p =ida,
de sorte que ¢ est bien un automorphisme de A; de plus si ¢y o U = 0, on a

Yop=1oexp(0) = v.



Chapitre 3

Invariance des formes multilinéaires de Waring

29



Chapitre 4

Foncteur de Chow

4.1. Classes de Chow
4.1.1. THEOREME.

4.1.2. DEFINITION.

30



Chapitre 5

Représentabilité du foncteur de Chow

31



Chapitre 6

Le cas projectif — le cas réduit

6.1. Comparaison avec ’espace des cycles de Barlet
6.2. Coordonnées de Chow
6.3. Images directes
6.4. Un exemple : les courbes de degré 2 de P5(C)
6.4.1. PROPOSITION.

6.4.2. LEMME.

32



Chapitre 7

Le morphisme du schéma de Hilbert dans le
schéma de Chow

7.1. Classe fondamentale dans le cas plat

7.2. Cas des diviseurs

7.3. Remarques

33



Chapitre 8

Intersections
8.1. Cup-produits et intersections

8.2. Equivalence algébrique. Images réciproques

8.3. Intégration de classes de cohomologie

34



1

2l

3]

(9]

[10]

(1]

Bibliographie

B. ANGENIOL et F. ELZEIN. « Appendice : La classe fondamentale rélative d’un
cycle ». In : Bulletin de la Société Mathématique de France. Supplément. Mémoires
58 (1978), p. 67-93. Zbl : 0388.14003.

M. ARTIN. Théoremes de représentabilite pour les espaces algébriques. En collabo-
ration avec Alerandru LASCU et Jean-Francois BOUTOT. Séminaire de mathéma-
tiques superieures. Eté 1970 44. Les Presses de 1'Université de Montréal, 1973. Zbl :
0323.14001.

A. BEAUVILLE. « Une notion de résidu en géométrie analytique ». In : Séminaire
Pierre Lelong (Analyse), Année 1970. Lecture Notes in Mathematics 205. Berlin,
Heidelberg, New York : Springer, 1971. Zbl : 0236.32004.

N. BOURBAKI. Algébre. Eléments de mathématique VII. Paris : Hermann, 1948. Zbl :
0039.25902.

N. BOURBAKI. Algébre commutative. Eléments de mathématique XX VII. Actualités
scientifiques et industrielles 1290. Paris : Hermann, 1961. Zbl : 0108.04002.

F. ELZEIN. « Résidus en géométrie algébrique ». In : Compositio mathematica 23
(1971), p. 379-405. Zbl : 0227.14012.

F. ELZEIN. « Classe fondamentale d’un cycle ». In : Compositio mathematica 29
(1974), p. 9-33. Zbl : 0347.14004.

F. ELZEIN. « Complexe dualisant et applications a la classe fondamentale d’un
cycle ». In : Bulletin de la Société Mathématique de France. Supplément. Mémoires
58 (1978), p. 1-66. Zbl : 0388.14002.

J. FOGARTY. « Algebraic families on an algebraic surface, II, the Picard scheme of
the punctual Hilbert scheme ». In : American Journal of Mathematics 95.3 (1973),
p- 660-687. Zbl : 0299.14020.

R. HARTSHORNE. Residues and duality. Lecture notes of a seminar on the work of A.
Grothendieck, given at Harvard 1963/6/. Lecture Notes in Mathematics 20. Berlin,
Heidelberg, New York : Springer, 1966. Zbl : 0212.26101.

A. MATTUCK. « The field of multisymmetric functions ». In : Proceedings of the
American Mathematical Society 19 (1968), p. 764-765. Zbl : 0159.05303.

35


https://zbmath.org/0388.14003
https://zbmath.org/0323.14001
https://zbmath.org/0236.32004
https://zbmath.org/0039.25902
https://zbmath.org/0108.04002
https://zbmath.org/0227.14012
https://zbmath.org/0347.14004
https://zbmath.org/0388.14002
https://zbmath.org/0299.14020
https://zbmath.org/0212.26101
https://zbmath.org/0159.05303

	Chapitre 0. Introduction
	Chapitre 1. Formes multilinéaires de Wäring
	1.1. Règles de signes
	1.2. Tenseurs symétriques
	1.3. Complexe simplicial strict associé à une trace
	1.4. Calcul des formes multilinéaires de Wäring
	1.4.2. Polynôme de Wäring

	1.5. La trace universelle
	1.6. Revêtement canonique de TSAk(B)
	1.6.4. Cas commutatif

	1.7. Sommes de traces et traces de traces
	1.8. Sur les équations de TSAk(B)
	1.8.4. Démonstration de la 1.8.1


	Chapitre 2. Classes de cohomologie locale et résidus
	2.1. Résidus et traces de différentielles
	2.1.1. Données
	2.1.2. Classes de cohomologie locale et traces
	2.1.4. Prolongement des traces
	2.1.6. Classes de cohomologie locale d'-fermées

	2.2. Changement de projection infinitésimal
	2.2.1. Automorphisme infinitésimal


	Chapitre 3. Invariance des formes multilinéaires de Wäring
	Chapitre 4. Foncteur de Chow
	4.1. Classes de Chow

	Chapitre 5. Représentabilité du foncteur de Chow
	Chapitre 6. Le cas projectif – le cas réduit
	6.1. Comparaison avec l'espace des cycles de Barlet
	6.2. Coordonnées de Chow
	6.3. Images directes
	6.4. Un exemple : les courbes de degré 2 de P3(C)

	Chapitre 7. Le morphisme du schéma de Hilbert dans le schéma de Chow
	7.1. Classe fondamentale dans le cas plat
	7.2. Cas des diviseurs
	7.3. Remarques

	Chapitre 8. Intersections
	8.1. Cup-produits et intersections
	8.2. Équivalence algébrique. Images réciproques
	8.3. Intégration de classes de cohomologie

	Bibliographie

