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IV

AVERTISSEMENT

Nous presentons ici une reedition legerement revisee du Seminaire

original, dont Ie but et Ie contenu se trouvent indiques dans l'Introduction.

La revision a consiste pour l'essentiel dans la correction de fautes de

frappe, l'addition (en notes de bas de page) de quelques remarques ou

references supplementaires, Ie decoupage actuel en trois volumes munis

chacun d'une table des matieres detaillee et d'un index des notations,

l'adjonction d'un index terminologique a la fin du volume 3. De plus,

l'expose VIB de J.E. BERTIN a ete partiellement reecrit par ses soins,

notamment les paragraphes 5 et 10, de sorte que certaines references

a cet expose sont differentes des references a l'expose originel. Le

lecteur trouvera une liste des exposes du Seminaire au debut du present

volume.

Depuis la parution de la premiere edition du present Seminaire

a paru la totalite des Elements de Geometrie Algebrique, Chap. IV, ce qui

rend inutile certains passages du Seminaire ; nous avons signale parfois

en note de bas de page les references pertinentes a EGA IV qui permettent

de court-circuiter de tels passages.

Pour un autre expose sur les groupes algebriques utilisant

systematiquement Ie langage des schemas, nous signalons Ie livre de

M. DEMAZURE - P. GABRIEL, Groupes Algebriques (North-Holland-Masson et Cie).

Contrairement au present Seminaire, ce livre ne suppose aucune connaissance
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de Geometrie mais contient tous les preliminaires necessaires

de theorie des schemas, et sa lecture peut donc servir d'introduction

a l'etude de notre Seminaire. (II contient d'ailleurs des non

couverts dans Ie Seminaire, comme la theorie de structure a la Dieudonne

des groupes algebriques affines commutatifs, dans loco cit. Chap. V.)

Bures-sur-Yvette, Mars 1970
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INTRODUCTION

1. Le but du present seminaire est double.

D'une part, nous visons a donner des fondements commodes pour la
theorie des scheaae en grcupes en general. Les exposes I a IV donneront a
cet egard les indispensables exercices preliminaires de syntaxe schematique
et categorique. Pour obtenir un 1angage qui "colle" sans effort a l'intui­
tion geometrique, et eviter des circonlocutions insupportab1es a la longue,
nous identifions toujours un preschema X sur un autre S au foncteur
(SCh)/so (Ens) quli1 represente (1), et i1 est necessaire de donner de
nombreuses definitions de tel1e fa90n qu'elles s'app1iquent a des foncteurs
que1conques, representable ou non. D'ail1eurs, presque tous 1es foncteurs que
nous aurons a utiliser seront des "fai.sceaux" (pour la "topologie fidelement
plate quasi­compacte"); l'expose IV, qui ne traite des groupes que de fa90n
accessoire, donne une esquisse du 1angage de la "localisation" et des fais­
ceaux, qui slavere egalement fort commode dans les questions de representa­
bilite des foncteurs. Cet expose nous fournira surtout, pour les questions
de passage au quotient, 1e cadre le plus commode pour la suite. L'expose V
donne quelques resultats generaux sur l'existence de quotients, repris dans
l' expose VIA dans 1e cas du quotient d I un groupe algebrique sur un corps
(ou plus genera1ement, sur un anneau artinien) par un sous­groupe (2).
Ce dernier expose et l'expose qui lui fait suite contiennent ega1ement
divers resu1tats element aires speciaux aux groupes a1gebriques sur un corps,

(1) Un tel point de vue semble avoir ete envisage pour la premiere fois il
y a huit ou neuf ana a propos de la theorie des groupes formels par
P. Cartier, qui n'a pas pris la peine ma1heureusement de le preciser et
de le systematiser comme il le meritait.

(2) Pour une etude plus approfondie du passage au quotient, notamment par les
groupes reductifs, voir 11importante etude de D. MUMFORD, Geometric
Invariant Theory, Ergebnisse der Mathematik, Bd 34, Springer 1965.
Observons que sur un point important, La termino1ogie de ce livre ne
concorde pas avec la n8tre, car sur un corps de caracteristique p >0 ,
1es groupes que Mumford appelle "reductifs" sont les groupes 1isses de
type multiplicatif au sens du Seminaire. On peut sans doute considerer
que l lacception de Mumford du sens du mot "reductif", qui perd sa signi­
fication sur une base qui nlest pas un corps, a ete adoptee par lui a
titre provisoire et COTme une sorte de pis aller (et c'est aussi a peu
pres ce qu lexplique Mumford pour d'autres 1e second alinea de
sa preface t ).
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couramment utilises par la suite. L'expose VII etudie certains faits lies a
la caracteristique du corps de base et developpe notamment avec la generalite
qui convient la correspondance entre schamas en groupes radiciels de hauteur 1
et p-a1gebres de Lie restreintes. Enfin, l'expose XVIII contient la
generalisation, en theorie des schamas, du theoreme de Weil sur la defini-
tion "birationnelle" des groupes algebriques.

D'autre part, nous nous proposons de generaliser aux groupes sur
un prescMma de base quelconque, 1a theorie de structure de Borel-Chevalley
des groupes algebriques affines. II est d'ailleurs apparu a l'occasion de la
redaction des notes du seminaire que l'hypothese affine etait inutile pour
de nombreux resultats de la theorie. Les resultats les plus complets sont
obtenus evidemment dans les cas des "schemas en groupes semi-simples" ou
plus generalement "reductifs", dont nous nous occuperons e:x:clusivement a
partir de l'e:x:pose XIX. Chevalley avait deja donne 1a construction
des groupes "de Tohoku" au-dessus de 1'anneau des entiers, construction qui
sera reprise dans 1e present seminaire. Le theoreme d'unicite principal
donne une caracterisation simple des variantes "tordues" de ces groupes de
Tohoku, sur un preschema de base S: ce sont les groupes affines et
sur S, dont les fibres geometriques sont des groupes semi-simples connexes
au sens habituel (3)

2. Comme dans Ie cas de la theorie connue sur un corps algebriquement
olos, un r8le crucial est joue par les sous-tores des schemas en groupes en-
visages. Auasi l'etude preliminaire des tares, et plus generalement des
"scMmas en groupes de type multiplicatif", (tant du point de vue intrin-
seque que du point de vue des sous-groupes de type multiplicatif d'un groupe
donne), prend une assez large place dans ce Seminaire (exposes VIII a XII).
Leur remarquable rigidite (plus grande a certains egards que celle des
sohemas abeliens, ou des schemas semi-simples) en fait des instruments de
travail tres efficaces pour l'etude de certains groupes plus generaux.

(3)
C'est lA Ie resultat essentiel de la these de M. Demazure (schemas en.
groupes reductifs, Bull. de la §2.!:.. Math. de France, 1965, p.369-413).
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3. A partir de l'expose XII (a l'exclusion de l'expose XVIII deja
mentionne) nous utiliserons couramment la theorie des groupes algebriques
affines sur un corps algebriquement clos, que Ie lecteur trouvera dans Ie
Seminaire CHEVALLEY 1956, plus particulierement dans les exposes IV a IX
de ce Seminaire. Nous utiliserons egalement, mais dans une moindre mesure,
les exposes ulterieurs du Seminaire CHEVALLEY, consacres a la structure des
groupes algebriques semi-simples. En effet, nous reprendrons la theorie
de CHEVALLEY directement dans Ie cadre des schemas : on verra que de cette
fa90n sur un corps de base) l'expose gagne en simplicite et en
precision.

4. L'objet principal du present Seminaire est evidemment de develop-
per des techniques qui s'appliquent a l'etude des schemas en groupes sur
une base quelconque, i.e. essentiellement a l'etude des familIes de groupes
algebriques. A ce titre, les proprietes infinitesimales de telles familIes,
et en particulier Ie cas d'un schema de base artinien, jouent un role impor-
tant. Ces proprietes interviennent meme pour l'etude des groupes algebriques
sur un corps k, dans Ie cas ou ce dernier n'est pas parfait, pour pouvoir
notamment appliquer la technique de descente dans Ie cas non galoisien.
Parmi les resultats nouveaux obtenus dans ce cas, signalons l'existence de
tores maximaux et de sous-groupes de Cartan dans un groupe algebrique lisse
quelconque, la rationalite de la variete des tores maximaux, et divers
resultats connexes (Exp. XIV), ou la correspondence entre les "formes" d'un
groupe semi-simple et les fibres principaux homogenes souE;! un groupe alge-
brique semi-simple (en general non connexe) convenable (Exp. XXIV).
De fa90n generale, on peut dire que les methodes requises pour travailler
sur un corps de base non parfait sont essentiellement celles utilisees pour
les preschemas de base quelconques, et par la sortent du cadre de la
geometrie algebrique classique.

5. 11 n'a pas semble utile d'indiquer en tete des exposes rediges
date ou les dates des exposes oraux correspondants du Seminaire. Contentons-
nous de dire que l'ordre des exposes multigraphies (de I a XXVI) correspond
bien a l'ordre des exposes oraux. Par la redaction du texte
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definitif est parfois nettement posterieure a celle de l'expose oral, et
souvent en differe assez substantiellement, le texte redige etant generale­
ment plus detaille et plus complet (tels les Exp. IV et VIIB), voire sensible­
ment plus general (tel l'Exp. XII ou VII B) que l'expose oral. D'autres ex­
poses rediges ne correspondent a aucun expose oral (VIB,VIIA,XV,XVI,XVII,et
l'essentiel de XXVI), et ont ete rediges et inseres dans le Seminaire multi­
graphie, soit pour fournir des references commodes pour divers autres exposes
(c'est notamment le cas de VIB), soit parce qu'ils constituent un prolonge­
ment nature1 des notions et techniques deja developpees. On notera comme
consequence que La lecture des exposes VIlA' XV, XVI, XVII n'est pas
necessaire pour l'etude du reste du Seminaire, et notamment pour la partie
de ce Seminaire consacreeaux schemas en groupes reductifs.

6. De la theorie des schemas, nous utiliserons surtout le langage
general des schemas, expose dans EGA I , les notions de morphisme plat,
morphisme etale, morphisme lisse exposeea dans SGA 1 I a V, enfin
la theorie de la descente fidelement plate de SGA 1 VIII.
Nous avons dans la mesure du possible evite de formuler des
hypotheses noetheriennes inutiles, ce qui nous a obliges en revanche a
remplacer l'habituelle hypothese "de type fini" par l'hypothese "de pre­
sentation finie". Pour la notion de morphisme de presentation finie, Ie
lecteur consultera EGA IV 1 (4). Les resul tats de SGA 1 I a IV,
enonces Ie plus souvent dans Ie contexte noetherien, seront developpes dans
Ie cas general dans EGA IV, ou seront developpees egalement en detail des
methodes standard pour reduire certains types d'enonces (faisant inter­
venir des hypotheses de presentation finie) au cas noetherien (EGA para­
graphes 8, 9, 11). 1e lecteur qui ne voudra pas admettre
ces resultats de EGA IV pourra simplifier certains enonces ou leur demons­
tration en supposant le preschema de base localement noetherien. II s'expose
cependant a des difficultes dans les cas ou la demonstration procMe par

A

descente de A a A , ou Aest Ie complete d'un anneau local noetherien A,
car cette methode amene a introduire l'anneau (en general non noetherien)

(4)
Depuis la redaction de cette introduction, les quatre parties
(§ 1 a 21) de EGA IV sont parues.
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7. Les references se feront suivant le systeme decimal habituel : la
referenoe 5.7.11 renvoie a. la proposition (ou lemme, definition etc••• )
de ee nom dans le m6me expose; dans 1a reference XVII 7.8 le chiffre remain
indique Ie numero de 1'expose. Nous utlliserons les sigles suivants pour nos
references standard :

BIBLE = S6minaire CHEVALLEY "Groupes de Lie algebriques", 1956/58

EGA X.Y.Z. = J. DIEODONNE et A. GROTHENDllOOK, Elements de Geometrie
Algebrique, Chap. X, par Y, N0 Z •

SGA X Y _ de Geometrie Algebrique du Bois-Marie,

X, Y.

TDTE = A. GROTHFlIDIECK, Techniques de descente et TMoremes d' exis-
tence en Geometrie Algebrique, exposes dans le Seminaire
Bourbaki entre 1959 et 1962,.
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·EXPOSE I

STRUCTURES ALGEBRIQOES - COHOMOLOGIE DES GROUPES

par M. DEMAZURE

Cet expose se compose de deux parties; la premiere rassemb1e un certain

nombre de definitions generales at pose des notations qui seront souvent utili-

sees par La suite, Is seconde traite de 1a cohomologie des groupes at aboutit au

theoreme 5.3.3 (nul1ite de 1a cohomologie des groupes diagonalisablas).

Nous choisissons una fois pour toutes un Universe Toutes les defini-

tions posees et toutes les constructions effectuees serent relatives a cet

Univers. Nous nous permettrons systematiquement I'abus de 1angage suivant : pour

definir un foncteur f: £. £.' , nous nous contenterons de definir l'objet f(S} de

0' pour tout objet S de £.' chaqus fois qu'il n'y aura aucune ambiguita sur

1a maniere de definir f(h) pour una fleche h de Q. En pratique, nous

dirons : soit f: Q £' Le foncteur dafini par f(S) = ••••

1• General!tes

1.1. Soit .Q. una categorie. On notera Q la categorie l!2!!!.(Q.0, (Ens» des fonc-

teurs contravariants de £. dans 1a categorie (Ens) des ensembles. 11 existe un
A

foncteur canonique h: £. Q. qui associe a tout X E Ob(Q.) Ie foncteur hX
tel que
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/'

Pour tout fonoteur ! E Ob(g) , on definit (cf. par exemple EGA 0.8.1 ) une bijec-

tion

En particulier, pour tout couple X, X' d 'objets de Q., l'application

canonique

Hom(X, XI)

est bijective; Le fonoteur h est pleinement fidele. I1 definit done un isomor-,...
phisme de Q sur une sous-categorie pleine de Q, et une equivalence de Q. avec

la sous-oategorie pleine de 'C' formee des foncteurs representables (Le. iso-

morphes a un foncteur de la forme h.0. Dans la suite, nous identifierons sou-

vent X et Les numeros suivants ont pour but de montrer que cotte iden-

tification peut se faire sans danger.

A
1.2. Un monomorphisme de Q n 'est autre qu 'un morphisme ! Q. tel que pour

8 : Ob(Q) , 1 t application d 'ensembles correspondante !(8) .Q.(S) soit injec-

tive • On dira que ! est un sous-obriet (ou un sous-foncteur) de .Q. si !(8)
est un de Q.(8) pour chaque 8 •

......
Dans Q les limites pro.iectives "quelconques" existent et sa calculent

par

(lim F. )(S) =+--.-:1.
i

en particulier les produits fibres par

lim F. (8)
+---:1.

i

! Xi-' (8) = !(8) I' (8)

"...
Noue choisirons connne. objet final de C Le foncteur .2. tel que .2.(8) ={.el} .
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"Tout ! E Ob(a) possMe un morphisme unique dans i. at on pose

Ix!'

Pour tout ! E Ob (Q) on pose

= F x F'-

un element de r (l,) est done une famille ( r s) S c ostc) , 'If s c. !(s) telle

que pour toute f: 8'-7 Sit de C, on ait !(f)(rSIt) = r s' .

Le foncteur h commute Jl:Y!. limites pro.iectivest en particulier pour

que X:x: X' existe (X, X' Ob(g), resp. pour que Q admette un objet final

e , il faut at il suffit que hX:X: h.x' soit representable, resp. soit repre-
sentable, et on a

h t:::I,.. e
e -

On pose r (X) = r pour XE Ob (Q) • Si Q a un objet final e, on a

done un isomorphisme r (X) =: Hom(e,X) •

1.3. Soit s 6 Ob(Q) • On denote par Q/S la eategorie des objets de Q au-

dessus de S, c la categorie dont les objets sont les fleches

f : T-+ S de Q, l'ensemble Hom(f,f') etant Ie soue-eneeable de Hom(T,T')

forme des u tels que f = f' 0 u •

Si .£ possMe un opjet final e , alors Q/e est isomorphe a Q • La eategorie

g/5 possMe un objet final : La fleehe identique 5 -? 5 •

5i f: T S est un objet de f/s ' alors on peut former la categorie (Q/s) /f
que 1 'on note par abua de langsge (Q/s)/T et on a un isomorphisme canonique

..... /"..
Cetta construction a'applique en particulier awe categories Q, 9{s'

.A
etc ••• , on definit en particulier La categorie Q/h •

S
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Si f: T S est un objet de Q./s' al.ora T' (f) s'identifie a

1 'ensemble r (T/S) des sections de T au-dessus de S, c 'eBt-a-dire des fleches

S -+ T inverses a. dmite de f. Remarquons que hf: h.r est elors
'"un objet de .Q. et que l'on a :

,...
1.4."", On se propose maintenant de definir une equivalence categories Q./s

.21 C/lls ' c 'est-B.-dire de prouver que "se donner un foneteur sur La eategorie

des objets de Q. au-dessus de S, c 'est "la chose" que sa donner un fone-

teur sur .£ muni d.'un morphisme dans

"'" /'.(i) Construction de oC.. S : Q/h ---.,. Q./Ss
A.

d 'abom H: f -7 un objet de Q.;hs • On doit definir

ua foncteur o(s (H) sur Q./S' Soit done d' abord f: T S un objet de

Q./S ; definissons 4I(,s(H)(f) comme l'image inverse de f Eo %(T) par l'appli-

catd.en H(T) : r(T) %(T) • Soit ensuite u: f.,. fl una fleche de .9.;s;

alors feu) : f(T') f(T) induit une application de o(S(H)(f') dans

c(S(H) (f) que l'on note c:a(S(H) (u) • on verifie aussitet que les applications

f 0( S(H)(f)

""definissent bien un fom teur sur 2./S ' donc un objet de 2./s •

Soient enfin H: f--7 % et H' : II % deux objets de

"et U: H-) H' un morphisme de Q/% '
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Alors pour tout f: T-+S, U(T): reT) --.,!' (T) induit une application

a(s(U) (f)

ce !pi definit un morphisme de foncteurs

On verifie aiBement que les applications

H t---+

definissent bien un foreteur

U 1'--7 c<.s (U)

1\ ",........

o(s : Q/h.s----+ [/S

A """(ii) Proposition 1.4.1. foncteur 0(.8: f/h f/s est une equivalence de

categories. S

Indi!pons seulement Ie principe de la construction d'un foncteur
-" A.

!pasi-inverse Q;s4 Q/h Bait Q. un foncteur de Q/8; pour tout
S

objet T de Q. I on pose

PS{g)(T) = somme des ensembles st(r) pour f eHom(T,S) = h.s(T) ,
ce qui definit un foncteur 8 (g) sur Q., qui est muni d rune projection evi-

dente sur hS'

1.5. L 'equivalence o<.s commute aux foncteurs r. En d 'autres tarmes, si
A /'.

H : F -+ hS est un objet de Qlh.s et O<s (H) l' objet correspondant de f/s '
on a

Lteguivalence O(s

Q/S ' : h.r -+ h.s
autre que he (f)

commute .!!!:!!. foncteurs h: si f: F -+ S est un objet de
'"est un objet de .2th.s dont Ie transforme par 0(8 n 'est

ou
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est Ie foncteur canonique. En consequence:

Proposition 1.5.1. Soit l!:! -7' hs un objet de f/h s ' Pour que «S(l!) : £/S-t(Ens)

soit representable, il faut et il suffit que! : £ (Ens) soit representable;

si ! ':::! hT' alors OCs(l!) est representable par 1 'objet T S de £/s.
L'equivalence OCs est transitive en S si T EOb(£/s)' on a un

diagramme commutatif d'equivalence

o<,jt.r

0<
T

')

oU ot,jt.r designe (provisoirement) Ia restriction (cf. 1.6 ) au foncteur

o<.s aux objets au-dessus de t.r •

1.6. Changement de ba.se dans un foncteur •

Pour tout S Ob (Q) , on a un foncteur canonique

defini par is(f) == T s1 fest La fleche T -4 s. Si f: T -+ S est un

objet de Q.Is' on note !.r/s = if

i..r/s (Cis) IT Cis

et on a Ie diagramme commutatif :
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e 'est-Mire, en identifiant (O/S)/T a O/T comme noua le ferona desormais

=
De 18 maniere, ai on identifie Q et Q/e' lorsque C possMe un objet

final e, alors i s/e : Q/s ----7' 9..;e s 'ident ifie a is·

Pour X eOb(g) (resp. x e Ob(Q./S» Boit Ps(X) (resp. PT/S(X»
l'objet de Q.;S (resp. de Q/T) lorsqu'il existe, defini par X x. S (resp.
X Xs T) muni de sa deuxieme projection :

XxS

Ps(X) t
s •

La fonoteur (partiellement defini) PS (resp. PT/S) s'appelle fonoteur de
changement de base • C'est par definition du produit (resp. du produit fibre)

Ie foncteur adjoint du foncteur is (resp. On note egalement

PT/S(X) = IT •

1e fOncteur is definit un foncteur (restriction)

ell on note ls On a evidemment

A

e 'est-Mire pour tout foncteur ! e Ob(g)

<Fs) T = !r
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La notation demande una justification que voici

Proposition 1.6.1. Pour que le foncteur (hX)s soit repre­

sentable, 11 faut et il suffit que le produit X x S existe. On a alorJl

Ceci montre que Es a deux interpretations : ,restriction du foncteur

! a Q;s' foooteur obtenu par changement de base e Ceci conduit a 1a

notation suivante

! Es­ Etr
I \

qui rend bien oompte des deux interpretations preoedentes •

Remarquons que l' on a

en particulier

r Hom(S,X) .

1.7. Ob.iets !gg" 1.§Qm. , ...
/".

Soient ! et Q deux objets de C, Nous allons definir un autre
A

objet de C de la maniere suivante :

L'objet Hom(r,Q) defini cd­de ssus poaasde les proprietes suivantes
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(ii) La fonnation de Hom commute a I 1extension de la base

(iii) (F,G) Hom(F,G) est un bifoncteur, contravariant en F et
covariant en G.

Ces trois proprietes sont evidentes sur les definitions.r-:
Soit ! un troisieme objet de C. Nous allons Mfinir un morphisme

de trifoncteurs

Hom (,lxE"Q) Hom (,!,1!9!!!(z,g) )

Soit f:! x ! Q; nous devons lui associer un morphisme de !
dans • Soit donc S' S una fleche de 2.. On a des applications

f(S I)
) Q(S')

Un element de I(S) definit done pour tout S I S une application de

!(S I) --:, Q(S I) fonctorielle en S I , done un de (S) • Nous

laissons au lecteur le soin de verifier que I 'on a bien construit ainsi un mor-

phisme de trifoncteurs •

Proposition 1.7. 1. Le morphisme de foncteurs

est un isomorphisme •

Indilpons seulement un principe de demonstration. ConsidSrons les deux

membres comme des foncteurs en !. Le resultat annonce est vrai si ! =hX ;

en effet, ce n lest autre en ce cas que la definition du foncteur •
D'autre part les deux membres comme foncteurs en ! transforment limites induc-

"-
tivea en limitea projectives • Enfin, tout objet de C est limite inductive

d 'objets de La forme hx'
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Corollaire. .Qn...A Hom <! , l!!?m([,Q) Hom C! , l!!?mCl,Q) •

En particulier, faisant E =!:.. et compte tenu de Hom(!:..,Q)!:!,Q. on a

Notons que la composition des Hom fournit des morphismes fonctoriels

A
6i ! et Q sont deux objets de Q., on note lsomC!,Q) Ie soue-

ensemble de Hom(r,Q) forme des isomorphismes de ! sur Q. On definit alors

un soua-objet lsom([,Q) de l!!?m(r,Q) par:

On a alors des isomorphismes

r (Isom(r,Q) :::lL Isom(r,Q)

le!.Q:,Q) Isom(Q,I)

Dans. Le cas. partioulier ou ! =Q , on pose

= l!!?m(r,K) End(D =Hom(Lr) r (End(V )

= IsomCL,r). Aut(r) = Isom(Lr) r (Aut(r»

La formation des objets Hom, Isom , ,1m commute aux change-

menta de- base •

que 1 'on peut construire un objet isomorphe a IsomQ:,Q) de

la maniere suivante : on a un morphisme

pemutant ! et Q, on deduit un morphisme
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D' autre part, le morphisme identique de ! est un element de End(F)

et definit donc un morphisme • Faisant de mbe avec .& et ef:t'ee­

tuant le produit, on trouve un morphisme

11 eat alors immediat que le produit fibre de et de

HgmQ:)Q) x Hom(Q,I) au­dessus de End(I) x End(Q) est isomorphe a. Isom(I,Q)

Toutes ces definitions s'appliquent en particulier au cas aU

! =hX ' Q =by. Dans le cas aU g(hx,by) est representable par un objet

de 9­, on note cet objet Hom (X,I) • 11 possMe la propriete suivante : s1

Z x X existe, alors

Hom{ Z , g(X,I)) !:It Hom ( Z x X , I )

Cette propriete le caracterise lorsque les produits existent dans e •

On definit de (lorsqu'ils veulent bien exister) des objets

Aut (X)

%'eIlI8.1'qllons simplement que d la crlnstruction donnee plus haut,

la(X,I) existe ohaque fois que les produits fibres existent dans e et que

g(X,I) , Han(I,X) ,End{X) et existent.

Ceoi s'appUque egal.ement a. des categories de La forme Q./s. Les

objets eorrespondant serent notes de maniere aussi explicite que possible par

des symboles appropries : par exemple, s1 T et T 1 sont deux objets de Q.
au­dessus de S, on notera HomS(T,T I) l'objet Home (T/S,T 'Is) qui sera

-Is
d(mo un objet de £ au­dessus de S •..
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1.8. Objets oonstants

Soit C une oategorie ou les sommes directes et les produits fibres
existent et ou les sommes directes commutent aux de base (par exem­
pIe la categorie des preschemas). Pour tout ensemble E et pour tout objet S
de £' soit ES Ia somme directe d tune famille (Si\ E: E d10bjets de Q.
tous isomorphes as. Cet objet est caracterise par la formule

Hom(ES ' T) = Hom (E ,Hom(S,T)) ,T E Ob(C)

ou Ie seoond Hom est pris dans Ia categorie des ensembles.

Llobjet ES est muni dlune projection canonique sur S , de telle
fagon que est en fait un foncteur de (Ens) dans Supposons

qae, 0 designant un objet initial de Q, Ie diagramme

o ,." S """'::a sus
soit cartesien (clest Ie cas de Ia categorie des preschemas). A10rs Ie foncteur

commute aux 1imites projectives finies. En particu1ier
ES Xs FS (EXF)S

Si s' ­7 S est une f1eche de Q, on a

Est = (Es)s'
En particulier, si Q possede un objet final e, on a

ES (Ee)S
Un objet de La forme ES sera di t ob,;et constant. Remarquons que 1 Jon a un
monomorphisme fonctorie1 en E

qui associe a chaque i EE , la section de ES sur S definie par 1 1i80­

morphisme de S sur S1'

S1 9. est la cabeg or­Le des preschemas, alors r (Es/S) s lidentifie
aux applications localement constantes de l'espace topologique S dans l'ensemble
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E, l' application preoedente associant a. chaque element de E l' application

constante correspondante • Remarquons qutil resulte de ce quton vient de dire

que ES peut aussi &tre defini comme representant Le foncteur qui a tout S'

au-deseua de S associe 1 'ensemble des fonctions localement oonstantes de

1 tespace topologique S' dans 1 'ensemble E.

2. Structures alg6brigues •

Etant donnee une espece de structure algebrique dans la oategorie des

ensembles, nous nous proposons de 1 'etendre a la categorie Q.. Traitons d 'abord

un exemple : 1e css des groupes •

2. 1. Structures de groupe •

Nous gardons 1es notations du paragraphe precedent.

A A
Definition 2.1.1 • .§sli Q EOb(£). On appelle structure de Q-groupe E Q

1a donnee pour tout S £ Ob(Q) d'une structure de groupe sur l'ensemble Q(S) ,

de telle maniere que pour toute fleche f: S' S" .9&. C , l' application

Q(f) : Q(sn) --+Q(S ,) soit un homomorphisme de groupes. ill:.. Q et li.
C-groupes, on appelle mOl"Phisme de C-groupes de G H tout morphisme

u E Hom(Q,ID tel que pour tout S E O,b(C) , l'application d'ensembles

u(S) : Q(S) lieS) soit un homomorphisme de groupes •
A

On noteA HomQ_Gr• (Q,!!) 1 des morphismes de Q.-groupes de

Q, dans li. et (Q-Gr.) la categorie des £-groupes.
,..

Exemples: Soit Eo £.; 1 'objet !1:li(].) est mum de maniere evidente d 'une
A A

structure de Q.-groupe • 1'objet final poseede une structure de E.-groupe
A

unique qui en fait un objet final de (.Q.-Gr.).

Pour tout S EOb<£) , soit eG(S) l'element unite de G(S) •

La famille des eQ,(s) definit un tHement- e
Q

E f"'(Q) = qui est en
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'"fait un morphisme de £,-groupes .2. Q et que l'on appelle section unite de

'"Remarquons que se donner una structure de Q.-groupe sur Q revient a.
r-

se donner une loi de composition sur Q, c 'est-a.-dire un 2,-morphisme

telle que pour tout S E Ob(ID , 1t'G(S) munisse Q(S) d tune structure de

groupe.
A

De la m@me manfsre , u: Q est un morphisme de Q.-groupes si

et seulement 8i Le diagramme suivant est commutatif :

TC'Q
QXQ ) Q

(f,f)l r1
.!ix.!i ) .!i

Un sous-objet H de Q tel que, pour tout S E Ob(C) ,.!i(S) soit un

soue-groupe de Q(S) poasede evidemment una structure de £-groupe induite par

celIe de Q: c 'est la seule pour laquelle Le monomorphisme .!i Q soit un
'" 1\mo:rphisme de C-groupes. Le Q-groupe .!i muni de cette structure est appele

.....
de Q.

A
8i Q et l! sont deux Q-groupes, Ie produit Q x l! est muni d 'une

structure d.e evidente : pour tout S E Ob(g) , on munit Q(S) x 1!(8)

de la structure de groupe produit des struotures de groupes donnees sur

Q(S) et 1!(8) • 1e £-groupe Q x 1! muni de oette structure sera dit
A
2, - groupe produit de Q et de l! (<;'en est d 'ailleurs Ie produit dans la

"-
categorie des C-groupes) •

A

8i Q est un Q.-groupe, alors pour tout 8 e Ob(g) ,.f!s est un
A

sont deux Q.-groupes, on definira l'objet
»<;
£/S-groupe. ss Q et l!

A
Homa G (Q,J!) de C par:- r. -
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{Q,ID (8) =

"(Nota: Homa '" n'est pas en general un C-groupe , ni a fortiori Itobjet
-ur. "

Hom dans 190 categorie (C-Gr.».

On de m@me les objets

Definition 2.1.2. Soit G E. Ob(g). On appelle structure de g.-groupe sur G

una structure de C-groupe sur hGE.Ob@>. On appelle morphisme du Q.-groupe

G dans le Q.-groupe H un element '11 Eo Rom(G,H) !::!!. qui definit,..
un morphisme de Q-groupes de hG dans •

On note (g-Gr.) la categorie des Q-groupes. Notons qu'il existe

dans (Cat) un carre cartesien

h

(Q.Gr. )
1

----.... tl

)
J,.
c

Toutes lea definitions et constructions precedentes se transportent

done aussitt>t a (Q.-Gr.) chaque fois que les foncteurs qutelles font intervenir

(produits, objets ••• ) sont representables. Elles s'appliquent aussi

aWl: categories Cis. En ce cas, noue noterons HomS-G pour Hom............ G ' etc •.•- r. r.

2.2. Plus generalement, si (T) est una eepece de structure sur n ensembles

de base definie par limites projectives finies (par exemple, par des commuta-
de diagrammes construits avec des produits cartesiens : structures

de monoide, groupe, d 'ensemble a operateurs, de module sur un a.nneau, d 'algebre

de Lie sur un anneau••• ) 190 construction precedente permet de Mfinir 190 notion
'"de "structure d 'eepece (T) sur n obJ'ets ...F de C .. : una telle

-... -n -
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structure sera la donnee pour chaque S de 2., d 'une structure d 'espece (T)

sur les ensembles 1:1 (S) ,. "En(S) de telle maniere que pour toute fleche

S" de 2., 1a famille d'application (!i(S"»

soit un poly-homomorphisme pour 1 'espece de structure (T). On definit de

maniare semblable les morphismes de I "espece de structure (T), d 'ou une cate-
(T)

gorie (2. x 2. •••• x Q ) . Le foneteur pleinement fidele (h x h x ••• x h)
(T)

pennet alors de definir par image inverse 1a categorie (Q x Q. ••• x 2. ) ,
puis, comma 11 commute aux limites projectives, d 'r transporter toutes les pro-

/\
prietes, notions at notations fonctorielles introduites dans Q. Supposons main-

tenant que dans Q les produits fibres existent , et soit (T) una espace de

structure algebrique definie par La donnee de certains morphismes entre produits

cartesiens satisfaisa'1t a. des axiomes consistant en certaines commutativites de

diagrammas construits a l'aide des fleches precedentes • Une structure d 'espece

(T) sur ura famille d 'objets de Q sera donc definie par certains morphismes

entre produits cartesiens satisfaisant a certaines conditions de commutations.

11 en resulte que si Q et [' sont deux categories possedant des produits

et f:.£ -:) £' est un foncteur commutant aux produits , alors pour toute

famille d 'objets (Fi) de Q munie d 'une structure d 'espece (T) , la famille

(f(F.» d de Ct sera par munie elle aussi d tune structure d 'es-
l.

pece (T). Tout Q.-groupe sera transforms en ['-groupe , tout couple

(g,-anneau, ,£-module sur ce Q-anneau) en un couple analogue dans C I ••••

Soit en particulier .2. une categorie satisfaisant aux conditions enon-

cses dans 1.8; Ie foncteur defini comma t.e aux limites pro-

jectives; i1 transforme done groupe en S-groupe (i.e. Qjs groupe) ,

a.nneau en S-anneau •••

Remargue II est bon de remarquer que Ie procede de construction precedent
A

applique a la categorie Q. redonne bien les notions que lIon y a deja definies;
A

en d 'autres termes , il revient de de se donner sur un objet de Q una

structure d 'espece (T) quand on constdsra cet objet comme un foncteur sur Q.,
ou de sa donner una structure d 'espece (T) sur Le foncteur representable sur
A.£ defini par cat objet •
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Noue allons encore traiter deux cas particuliers de la construction

precedente, le cas des structures a. groupe d 'operateurs et Ie cas des modules.

2.3. structures a groupes d'operateurs •

,... '"
Definition 2.3.1. Soient li £Ob(g) et Q. c: Ob(g-Gr.) • Una structure d 'objet,..,
1! Q"-groupe d toperateurs Q. de ,Q.-objet) 1S!:. li est la donnee sur lieS) ,

pour tout S e Ob(C) , d 'una structure d 'ensemble a. groupes d toperateurs Q(S)
de telle maniere gue, pour toute fleche 8 Q., 1 tapplication d 'en-

sembles li(S") lieS ,) soH compatible avec l'homomorphisme d 'operateurs

Q(S") -., Q(8') •

Comme d 'habitude, i1 revient au de se donner un morphisme

qui pour tout S munisse lieS) d tune structure d 'ensemble a. operateurs G(S) •

Mais Hom(Q xli, ID Hom (Q., End CID) , done p. definit un morphisme

Q EndCli) et il est immediat que celui-ci applique Q dans M,(ID et que
'"c 'est un morphisme de Q.-groupes. En consequence: Be donner sur li une struc-

A
ture d 'objet a g-groupe d toperateurs Q est equivalent a. se donner un morphisme,..
de Q-groupes

En particulier , tout element g E Q(S) definit un automorphisme J (g) du

foneteur ' c 'est-a.-dire un automorphisme de li x hS commutant Ii la projection

li x hS ---? hS' et en particulier un automorphisme de 1 'ensemble lieS I) pour

tout S' •

Definition 2.3.2. GOn note 1e soua-objet de li defini comme suit

If (8) i x E lies) xS' Invaraant; sous Q(S I) pour tout S1-.. S}

oil xS ' designe l'image de x par lieS) -t lieS') •
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Alors j. ("sous-objet des invariants de Q II) est 1e plus grand sous-

objet de §. sur 1eque1 Q. opere trivialement •

2.3.3. .§.ill l un sous-objet de §.. On, note Normi- et Cents!-

1es sous-Q-groupes de Q definis par

Norms!-(S) = t g r (g) ls C ls}

= { g EQ(S) f (g) .r(SI) C .r(S') pour tout s}.

Centot(S) := \ g EQ(S) f (g) lIs = identite }

= g f Q(S) , f (g)II(S') = identite pour tout S S}.

ou 1a barre verticale designe la restriction •

Definition 2.3.4. §! G est un £-groupe et §. un objet de E J:!U

objet de 2) una structure de G-objet sur l!!!: E) est una structure

de hG-ob.iet sur §. (resp. lJ:) •
Vu cette definition, toutes les notions et notations definies ci-dessus

se transportent a Q, lorsqu 'eUes ne font intervenir que des foncteurs represen-

tables: par example si Q0 est representable, alors i1 existe un et un
Q.

seul sous-objet de G qui Le represente et qui est alors un sous-Q-groupe de G,

on Ie note NOI'TllG(1) •••

Definition 2.3.5. On dit que 1e Q-groupe Q opere sur Ie Q-groupe !l si 1!
est mum d 'um structure de Q-objet telle que, 'Pour tout g e&(S), l' automor-

phisme de H(S) defini par g soit un autcmorphisme de groupe •

11 revient au de dire que pour tout g Q(S) , l'automorphisme

p(g) de % est un automarphisme de §j;-graupes, au encore que 1e morphisme
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'"de C-groupes Q !Jll(H) applique Q dans AutQ•Gr• (ID

Dana La situation cd-deasua, il exiate sur le produit li x Q una
""structure de Q-groupe unique telle que, pour tout S, li x Q (S) soit Le

produit semi-direct des groupes li(S) et Q(S) relativement a 1 'operation

donnaa de Q(S) sur li(S). On notera ce C-groupe .!!.Q et 1 'appellera

produit semi-direct de li par Q. On a donc par definition

li.Q.(S) = .!!(S) • Q(S)

""Soit Q un f.-groupe • Pour toute fleche S ,-+ S de Q. et tout

g E Q(S) , soit Int(g) 1 fautomorphisme de Q(S t) defini par Int(g)h = ghg-1 •
"..

Cette definition se prolonge en celle d 'un morphisme de Q.-groupes

Int: Q (Q) c..!Ei(Q) •

...
La definition 2.3.3 s 'applique donc et on a des sous-Q-groupes de Q

pour tout sous-objet ! de Q •

et

Definition 2.3.6. On appelle centre de Q et on note Cent(Q)
A

Ie soua-Q.-groupe

CentG(Q) de .Q. On dit que .Q est commutatif si = ce qui re-

vien; au si Q(S) est connnutatif pour tout S. Q!l...!tit que Ie sous-Q-groupe

.!! eat invariant dans Q si NormG(g) = Q, ou! ce gui revient au

ai .!!(S) est invariant dans Q(S) pour tout S.

Beaucoup de definitions et de propositions dd la theorie elementaire

des groupes se tranaposent aisement. Signalons simplement La suivante qui nous

sera utile:

A

Proposition 2.3.7 • .§.Qll un morphisme de Q-,groupes. Posons

.!!(S) = Ker r(s) • SoH u: Q un morphisme de
...
Q-groupes aui soH une
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section de f (et qui est alors necessairement un monomorphisme) • li
s'identifie au produit semi-direct de .Ii par Q pour I 'operation de Q .Ii
definie par (g,h) Int(u(g»h pour g E G(S). h E R(S), S E Ob Q.

L'ensemble de ces definitions at propositions se transporte comma

d 'habitude a Q. On definit en particulier Le produit semi-direct de deux

Q.-groupes H et G (G operant sur H) loraque Le produit cB.!'tesien H x G

existe , et on a l'analogue de la proposition 2.3.7 sous La forme suivante :

Proposition 2.3.8. §.Qll H-4 Vi G una suite de morphismes de Q.-groupes

telle ' que pour tout SE , (H(S) , i(S» soit un noyau de

f(S) : W(S) G(S) • .§2ll u: G Vi un mOrphisme de Q.-groupes Qui soit une

section de f. Vi s'identifie au produit semi-direct de R par G pour

l'operation de G R telle que si S E Ob Q, si g E G(S) et h E R(S).
ait Int(u(g»i(h) = i (gh).

3. La categorie des 0 -modules, la categorie des G - 0 - modules.= - =
A

Definition 3.1. Soient 0 et ! deux objets de Q.. On dit que, ! est un
A '" =
C-module sur Ie G-anneau au en abrege un si, pour tout

S E: Ob(g), on a muni d'une structure !(S) d'une structure

de module sur cet anneau de telle maniare que pour toute fleche S '-t S" Q ,
-+ ,) soit un homomorphisme d 'anneaux et r(S") r(S ,) un homomor-

phisme de groupea abeliens compatible avec cet homomorphisme d' anneaux •

par 0 (S) = Z
=0 :::

constant Z) ,
.... =

des C-groupes

Si 0 est fixe, on definit de maniere habituelle un morphi.sme des=
! et !' , d 'ou. Ie groupe connnutatif RomO (f.,f.'), et la cacegorLe= ,..

O-modules notee (o-aea.) • Remarquons que si 0 est le C-anneau defini= =0-
(qu'il De faut pas confondre avec Le foneteur assocdd a. l'objet

alors Ia categorie des 0 -modules est isomorphe a. la categorie
=0

connnutatifs.La categorie est abelienne.

des
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Remarquons que, si ! est un £-module , alors pour tout S E Ob(Q) , Ks est

un • On peut done definir un Q-groupe abelien HomO(!,! I) par

=
On definira de des objets

"-
le dernier etant un Q-groupe pour la structure induite par la composition des

automorphismes •

A
Definition 3.2. Soient 0 un Q-anneau, ]I un Q-module It G un Q.-groupe •

=- --= --
On appelle structure de a-Q-module sur F una structure de Q-ob.jet telle que-= -
pour S E Ob(g,) It tout g E Q(S) , 1 'automorphisme de !(S) defini par g

soit un automorphisme de sa structure de. O(S)-module.= .....
I1 revient au de dire que le morphisme de Q.-groupes

defini en 2.3 applique Q dans le sous-Q-groupe AutO(!) de .!!:!i(!) •
Se donner una structure de a-Q-module sur 1e Q-module =r , c 'est done se-= =-

A

donner un morphisne de Q-groupes

r Q
=

On definit de maniere naturelle le groupe abelien

Homa-o(E.,!')
-=

done la categorie additive des Q-£-modules noMe (.Q:-£-Mod.). Le lecteur

remarquera que cette derniere peut egalement se definir comme La categorie des

[GJ -modules, ou [G] est l'algebre du Q-groupe G sur le .?
dont la definition est claire.
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Toutes les constructions de ce paragraphe sa speeialisant aussitM au

cas ou G (ou 0, ou les deux) sont represantables par des objets de C qui- =
sont par munis des structures algebriques correspondantes •

Nous avons traite succinctement Le cas des principales structures alge-

briques rencontrees dans la suite de ce seroinaire. Pour les autres (structure

de £-algebre de Lie par example), nous croyons que Le leeteur aura eu suffisam-

ment d 'exemples dans ce paragraphe pour pouvoir dans chaque cas particulier

faire fonctionner Le mecanisme general esquisse dans 2.2.

Nous allons maintenant appliquer ce que nous venons de faire a la

categorie des prescMmas nobee (Sch) et plUS generalement aux categories

(Sch)Is .

4. Structures algebrigues dans la categorie des prescMmas •

Nous noua permettrons, chaque fois qu' il n 'y aura pas d ! ambiguite, les

abus de langage suivants : on designera par T 1 'objet T S de 2/s'
la donnee de f ("morphisme structural de T ") etant sous-entendue, et on

'"identifiera C a une sous-categorie de C. Compte tenu des compatibilites

enoncees aux: paragraphes precedents, ces identifications peuvent se faire sans

danger.

Nous simplifierons d 'autre part les appellations sur Le modele

suivant : un (Sch)-groupe sera aussi appele prescMma en groUPes , un

(Seh) Is-groupe prescMma en groupes sur S, .2!! S-prescMma en groupes ,

ou S-groupe, ou A-groupe lorsque S sera Le spectre de l' anneau A .
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4.1. Pre schemas constants

La categorie des preschemas satisfait aux conditions exigees en 1.8.
On peut done y definir les objets constants pour tout ensemble E, on a
un preschema Ez et pour tout preschema S un S-preschema ES (EZ)S'
Rappelons que tout preschema T, Hom(T,ES) est l'ensemble des applications
localement constantes de l'espace topologique T dans E.
Le foncteur

E J---?' ES
commute aux limites projectives finies.
GS est un S-preschema 'en groupes; si
S-preschema en anneaux •••

4.2. S-groupes affines •

En particulier si G est un groupe,

° es t un anneau, Os est un

Rappelons un certain nombre de choses sur les S-schemas affines

(EGA 11.1) • On dit que Le S-prescMma Test affine sur S si l'i.mage

de tout ouvert affine de S est affine. La af.gebre f ,
que 1 'on designe par A(T} , est alors guasi-coMrente (f designe Le mor-

phisme structural de T) • RSciproquement, a. toute a.lgebre quasi-

coherente !, on peut faire correspondre un S-preschema affine sur S note

Spec(!). Ces foncteurs !(T) et! Spec! sont des equivalences
quasi-inverses l'une de l'autre entre la categorie des S-preschemas
affines sur S et la categorie opposee a celIe des quasi-
coherentes.

11 en resulte que sa donner une structure algebrique sur un S-prescMma

affine T est equivalent a se donner la structure correspondante sur A(T)

dans la categorie opposee a celIe des algebres quasi-coherentes. En parti-
culier, si G est un S-groupe affine sur S, !(G) est munie d 'une structure
de Qs-bigebre augmentee, c'est-a-dire que l'on a deux morphismes de
QS-algebres



.-:'·1

----i!') A(G):Il!O A(G)

)

correspondant aux morphismes de S-schernas

GxG

8 )

G

G

Les applications b. et E. verifient les conditions suivantes (qui exprirnent

que G est un S-mono!de)

(RA 1) : est co-associatif : Ie diagrarnrne suivant est commutatif

(RA 2) a est compatible aveg" les deux composes suivants sont

llidentite

A- Id
r..JA(G) ----i' !(G) Co !(G) , !(G) :110 :2s ) !(G)

t.ld I"J
A(G) A(G) :Il!o A(G) ) !lo A(G) ) A(G)

-s -'5

Profi tons de la circonstance pour remarquer une fois encore qu1il resulte de la

definition d tune structure de 8-groupe que pour se donner une telle structure

sur un 8-acl:l.ema G affine sur S, il n 'est pas ne.cessaire de verifier quoi que

ce soit sur !(G),mais simplement de munir chaque G(S') pour 8' au-dessus de

S d lune structure de groupe fonctorielle en 8' • Cette remarque s'applique



25

mutatis mutandis aux morphismes •

4.3. Les groupes G et G • Llanneau 0=a - ::::m =

4.3.1. Sait G Ie fonoteur de (Soh)o dans (Ens) defini par-a

!!a (S) = r (S,.9s)
,-.....

muni de La structure de (Soh)-groupe definie par la structure de groupe additif

de I' anneau r (S,.9s)' Il est representable par un schema affine que lion

notera G , et qui est dono un schema en groupes
=a

G = Spec Z[T)
=a =

Pour tout preschema S, on a done un S-groupe affine sur S

G S' qui correspond a La bLgebre Q,,[T], avec I' application diago-=8., -L)-"

nale et l'augmentation definies par

IJ. (T) = T 1ll 1 + 1 1ll T , E. T = 0

4.3.2. Soit G Le fcnoteur de (Sch)O dans (Ens) dSfini par
'""'1lI

*ou r (S,.2s) designs le groupe multiplicatif des elements inversibles de....-.
l'anneau ,.. (S,.9s) , muni de sa structure naturelle de (Sch)-groupe • 11 est

representable par un schema affine. note G=m
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-1G = Spec ] = Spec
=m - - -

oU designs l'algebre du groupe sur llanneau • En effet

(8) =HomAlg• T- 1J, 1'(S,Qs)) T'(S,Qg)*

Pour tout prescMma 8, on a done un S-groupe affine sur 8 note

qui correspond a Ia l2s-algebre l2s , avec Ita.pplication diagonale

et l'augmentation definies par:

A (x) = X 1'!l X , t (x)=l,

""""4.3.3. Soit 0 Ie foncteur G muni de sa structure de (Sch)-anneau. Il est= -a
represente par le schema Spec [T) que I' on notera Lor-squ ' on

Le c onsdderara connne muni de sa structure de schema d 'anneaux •

Pour tout S, on a done un S-anneau affine sur S note

(Nota: dans EGA II 1.7.13, est note 8 [T] ).

4.4. Groupes diagonalisables •

4.4.1. La construction de G sa generalise comme suit: soit M un groupe::;lll
commutatif et MS Ie S-schema en groupes qui lui est associe par Ie procede

=de 4.1. Considerons Ie foncteur defini par

Q(M) (S) = Hom (M, G (8» HomS-G (MS ' G S)groupes =Ill r.::;lll,
..............

Ctest un (Sch)-groupe commutatif qui est representable par un schema en

groupes que l'on notera D(M) ; on aura done par definition

D(M) 1::! .fu1m(sch)-Gr. (MZ •
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Posons en effet

D(M) == Spec Z (M)
==

ou Z (M) est du groupe M sur l·lanneau Z; on a
=;

D(M)(S) = RomAlg• ( eMl, r
par definition de l'algebre Z [M] •

Hom (M , r (S,Q"J *)groupeso

4.4.2. Pour tout prescooma S on a done un S-schema en groupes affine sur S

DS(M) == D(M)s == Hom(Sch)_Gr. (Mz ' S == !!2!s-Gr. (MS '
:::::

11 est associe a 1a Qs-bigebre Qg [M], munie de l'application diagonale
et de 1 'augmentation definies par

A (x) == X Jll X et E(x)=1, x E M

4.4.3. Si f: M N est un homomorphisme de groupes commutatifs, on

definit de maniere evidente un morphisme de S-groupes

d 'oU un foncteur

de la categorie des groupes abe Hens dans la categorie des S-groupes affil}!l.§.

.ms: S, que l'on peut aussi definir comme compose du foncteur M MS et

du foncteur MS RomS_Gr. (MS ' s) • Ce foncteur commute am extensions

de la base •
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Un S-groupe iSOlllorphe a. un groupe de La forme D
S

(M) est dit

diagonalisable. Notons que les elements de M sfinterpretent comme certains

caracbaras de DS(M) , c 'est-a.-dire certains elements de HomS_Gr, (DS(M) ,
(Confer VIII 1).

4.4.4. Donnons quelques exemples de groupes diagonalisables , On a d 'abord

DC_Z) = G
=Ill

On pose

et on Le nomme groupe des racines n-Lsmes de 1 'unite • En effet, on a

Le S-groupe n.S correspond a. Ie. (T]/(Tn
- 1 ) ,

Supposons en particulier que S soit Ie spectre d'un corps k de caracteristique

p = n. En posant T - 1 = s) on trouve

k [T1 /(TP- 1) = k (sl/(Ff)

ce qui montre que l'espace topologique sous-jacent a. J!: k est reduit a. un= p,
point, l'anneau local de ce point etant La k--al.gabre artinienne k (s] /(Ff) •

(Dans Ie ordre d'idees, signalons que les S-schemas G S' G S' Oct sont
=8., =Ill, =oJ

lisses sur S, que DS(M) est plat sur S at qu'll est liss? sur S si et

seulement si aucune caracteristique residuelle de S ne divise 1a torsion de
M) •
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4.5. Autres examples de groupes •

Le precede precedent s' applique aux: "groupes classiques"

(GL ,Sp ,0 ••• ). On definira par example GL comme representant Ie
n n n =n

foncteurGL tel que-n

Spec

dire

On pourra le construire par example comme l'ouvert de

Z (T . .J 0 $; i, j n defini par la fonction f = det ((T. ,)= J.J 1 J.J
Spec [T i j, f- :\

, c 'est-a...

-4.6. Foncteurs-modules dans la categorie des prescMmas •

Nous nous proposons d 'associer a tout sur 1e prescMma

8, un (aU designe Ie foncteur-armeau introduit en 4.3.3.
Ceci peut se faire de deux: maruerea differentes • De falion precise

Definition 4.6.1. .§.2ii 8 un prescMma • Pour tout IIOdule F on note
V(F) et W(F) les foncteurs sur (Sch)/S definia par

mis pour F lIl!O
-S

designe l'image inverse sur 8' du

F).
Alors V(F) et W(F) sont munis de maniere evidente d'une structure

de (on rappelle que = r (S', = W(QS)(S') ), de telle

que l'on a en fait defini deux foncteurs V et W de la categorie des

dans la categorie des V etant contravariant et W

covariant.
Nous nous restreignons dans La suite de ce paragraphe au cas ou les

en question sont quasi-coherents, c'est-a-dire que nous considerons
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V et W oomme des foncteurs de La categorie <.2s-Mod.q.c.) des .2s-modules

quaai-eoherents dans la categorie des

W:

(Nota: le lecteur remarquera que, dans la suite, toutas les propositions qui

ne font interverdr que Le fonctaur W sont valables sans cette restriction) •

Proposition 4.6.2. (i) Les foncteurs V et W commutent a 1 'extension de la

si S' est au-dessus de S et si F est un quasi-coherent,

on a

(ii) Les foncteurs V et W sent pleinement

les applications canonigues

HomO (F,F') ---.,. HomO (V(F'), V(F»
=s

Homo (F,F') ---7 HomO (W(F) ,
=s

sont bijectives •

(iii) Les foncteurs V at W sont additifs :

Les parties (i) et (iii) sont evidentes sur les definitions. Pour (ii)
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on prend pour St des ouverts de S. Nous laissons la demonstration au leo­
teur (pour V, utiliser EGA II. 1.7. 14) •

4.6.3. On a des morphismes canoniques dans

W(HomO (F,F') ) ­t HomO (W(F), WeFt) )
­s ;,s

•W(HomO (F,F') ) ­." HomO (V(F I), V(F) )
­s ;,s

Cela resulte :i.mmediatement de (i) et (ii)

Considerons maintenant W(F) et V(F) comme des foncteurs au­deeeus
de S. Onsait (EGAII.1.7.S) que V(F) est representable par un S­preschema
affine sur S qle l'on note Y(F) et que lIon appelle fibre vectoriel defini
par F,

V(F) = Spec(S(F»= =
ou (F) designe l'Algebre symetrique du .2s­ module F •

Proposition 4.6.4. Soient F et F' deux 2S­modules quasi­coherents,

A quasi­coherente. On a un isomorphisme fonctoriel :

En effet, si on note S' = Spec(A), Ie premier membre est cano­
niquement isomorphe a HomO (W(F),W(F')(S'), c'est­a­dire par

:is
definition a
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(ii) peut aussi sfecrire

Homo (F, f (f*(FI»),
.:.s *

ou on note f: SI S 1e morphisme structuraL IIIais, par IDA II , 1.4.7

on a f (f*(FI» Fl m A, ce qui acheve 1a demonstration.
*

Corollaire On a un isomorphisme canonigue

En effet, on prend F • dans 1a formule precedente; puis
on fait varier S.

Proposition 4.6.5. g F II Ff sont deux QS-modules localement libres

de type fini, les morphismes de 4.6.3 sont des isomorphismes •

En effet, pour tout S I S , on a

Mais, par 4.6.2 (i) et (ii) , le second membre est bien isomorphe a
et a HomO (V(F'),V(F»(SI)

=s

Corollaire. Soit F :!:!!! .2s-module localemant libra de type fini.
v

Posone F = HomO (F,.2s) On a des isomorphismes canonigues
.:.s



33

v
W(F) "...,. HomO (W(F) ,28) V(F)

:os
v

V(F) Homo (V(F) ,2s) c: W(F)
=8

On a enfin La proposition suivante :

Propos ition 4.6.6. .§2!i f: F -+ F t un mOrphisme de .2s-modules localement

libres de rang fini. Pour que W(f): W(F) W(Fl) soit un monomorphis:ne 1

11 faut et il suffit que f identifie F localement a un facteur direct de Fl.

La proposition directe est essentiellement contenue dans

(EGA 0.5.5.5). La proposition reciproque est pratiquement evidente.

4.7. La categorie des G-.2s-Modules.

80it GunS-groupe affine sur 8 et F un quasi-

coherent; alors W(F) est mum d 'una structure de

Definition 4.7.1. On a;ppelle structure de sur F une structure

sur W(F). (cf. 3.2).

Un morphisme de G-2:,-Modules est par definition un morphisme des
o

h -eel-modules associes • On peut done dire que lIon a oonatruet la categorieG::o,;,
(G-.2s-Mod.) que 1 t on vient de definir par le carre cartesien :

(G-.9s-!40d. )

1
C.2s-MOd. )

1
w

La categorie (G-.2s-xea.) est abe Lfenne •
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4.7.2. Se donner ure structure de G-.QsModule sur F, 0 'est dono par 3.2

se donner un mQ1'phisme de

En vertu de 4.6.4 , La donnee d 'un morphisme de S-foncteurs

a celIe d 'un morphisne de .2s-Modules

........
Dire que , est un mozo:phisme de (Sch) /S-groupes equivaut alora a

dire que /': satisfait awe axiomes suivants

(CM 1) Ie diagramme suivant est commutatif

F P
) F lI:O A(G)

)41
-s

1 Id II A

F 1lI0 A(G) F BO !(G) IIOA(G)
-s t-» Id ..o.s

(CM 2) Ie compose

F

est 1 t identite

Ces axiomes (CM 1) et (CM 2) sont ceux de la structure de comodule sur

la bigebre !(G). En resume :
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Proposition 4.7.2. La construction preeedente fournit una equivalence de la

categorie des G-.2s mo.i\!les guasi-coMrents (resp. G-.2s modules) sur la

categorie des comodules auasi-coMrents (resp. comodules) sur la .2s-.!?igebre

!(G) •

4.7.3. Supposons maintenant que G soit un &t0upe diagonalisable , c 'est-a-dire

que !(G) soit l'algebre d'un groupe commutatif M sur 1e faisceau d'anneaux

. 5i F est un .Q5-module, on a.

F JIl A( G) = il.. F 1/ m.2s
m£M

Se donner un morphisme de .QS -modul.es

f-: F

est dono equivalent a se donner des .2s-endomorphismes m M de F,

tels que pour toute section x de F sur un ouvert de S, ' ». (x) soitm
una section de la somme directe U F (cela veut dire que sur tout ouvert

mEM
suffisamment petit, il n 'y aU qu'un nombre fini de restrictions des p. (x)

m
qui soient non nulles).

Pour que )J- definie par

P'(x) = L)L, (x) Il m
mEM m

verifie (OM 1) (resp. (eM 2» il faut et 11 suffit que 1 'on ait

/J-m °}4m' .. m m' Pm ' (resp , lJ."'- r:«mE.M
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ce qui signifie que les t':« sont des projecteul's deux a. deux orthogonaux de

somme l'identite • On a done prouve :

Proposition 4.7.3. 5i G = DS(M) est un S-groupe diagonalisable • 1a categorie

des guasi-coMrents (resp. des est equivalente a. la

categorie des -%-Modules quasi-coMrents (resp. des .9.s-modules) gradues de

M.

Remargue : 5i F est muni d 'une structure de conserves par les ope-

rations de G, alors la graduation de G est une graduation d' algebre. Plus

precisement

Le foncteur !. H Spec!. induit une equivalence entre la categorie des

.9.s-algebres guasi-coMrentes graduees de type M et 1a categorie opposee a.
celle des S-scMmas affines sur S a S-schema en groupes d loperateurs

G = DS(M) •

Proposition 4.7.4. SoH S-groupe diagonalisable. Si
une suite exacte de G-QS-modules quasi-coherents qui se scinde comme suite de

Qs-modules, alors elle se scinde egalement comme suite de

En effet chacun des F. est gradue par des (F. ) et pour chaque
J. J. m

m M Ie suite

de QS-modules est scindee. La proposition precedente entraine alors Ie

resultat.
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5. Cohomologie des groupes •

5. 1. Le complexe standard •

"Soient JL una categorie, g, un Q-groupe ,

G-O-module • On pose-=

;.

o un C-anneau et 1: un=

n ,

oU g,0 est 1 'objet final Alors Q.n(Q.,!> (resp. Cn(G,F)) est muni de

maniere evidente d 'une structure de 2"-module (resp. de r (2)-module) et on a

Se donmr un element de cn(£.,! ) , c 'est se donner pour chaque S E. Ob(Q)

una n-eochaine de g,(S) dans 1:(8) , fonetoriellement en S. L'operateur bord

qui, rappelons-Ie, est donne par la formula

(_l)n r(£.., •• ,g.g. l,.,g)
-.L 1. 1.+ n

i = 1

+ (_l)nrl r(g" ••• ,g )_ n

est fonctoriel an S et definit done un homomorphisme

tel que () 0 = O. On a done defini un eomplexe de groupes aMliens (at
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*de r (O)-modules) note C (Q"E). On definit de la manfere le complexe de

O-m<:xiul:S Q*(Q"E) et on a :

On note If(Q,,E) (resp. 1!n(Q"E) les groupes (resp. les £-groupes) d Ihomologie

du eomplexe C*(Q,.r) (resp. Q*(Q,E) ) •

On a en particulier

Noue nous proposons maintenant de montrer que les foncteurs 1t (resp. If)
sont bien les foncteurs derives de HO (resp. HO) • Soit P un o-module- -
considerons l' objet Hom (Q,E) de 2:. On peut Ie munir d tune structure de

G-o-module en faisant operer G sur le premier facteur et 0 sur Ie second •-= - =

De maniere precise on a Hom(Q,,E) (S) = et on fait operer g E. Q(S)
et a par les formules:

(g f) (x) = f (xg) (a f) (x) = a f(x) , x Q(S') •

Soit maintenant F un G-0-module; notons E(.r) llobjet Hom(Q,.r) muni de sa- -=
structure de Q-0-module precedente • 11 existe un morphisme de G-o-module-=

defini de La maniere suivante : a. toute fleche S ,-+ SII de .£.' il faut associer

de maniere fonctorielle une application de !(S') dans l'ensemble Rom(Q(SI),!(SI»;

pour ce faire , on associe a tout f l(S I) 1 'application kf definie par

kf(g) = g f. On verifie aussittlt que J4F est bien compatible avec les struc-

tures de et que c 'est monomorphiame •
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n· )Proposition 5.2.1. Supposons G representable. Les foncteurs H (Q,

(resp.gn(Q, » foncteurs derives du foncteur exact a gauche HO(Q, )
o(resp. g (Q, » sur la categorie des

En vertu des resultats generaux bien connus, il suffit de verifier que

les Hn(Q,) (resp.!f(Q,» forment un foncteur cohomologique effar;:able en

dimensions) O. Or it (Q,) considere comme foncteur sur ) a
valeurs dans la categorie des complexes de est exact • Ceci montre <pe

les !f(Q,) forment bien un foncteur c(')hanolOgique. Comme Ie foncteur r
est exact, i1 en est de pour les Hn(Q, ) • I1 nous suffira maintenant de
demontrer :

Lemme 5.2.2. Pour tout p E Ob(2-MOd.) , .2!L! :

* *I1 nous suffit de demontrer que Q (Q,H9m,(Q,l:) et C (Q,Hom(Q,l:)} sont

homotopi<pement triviaux en dimensions >O. I1 suffit m&1e de Ie faire pour

Ie second , Ie rasultat correspondant pour Ie premier s 'en deduisant par change-

ment de base. Or on a 1 'operateur d 'homotopie sUivant :

oil e designe l'element unite de G(S) et f una (ntl)-eochaine de Q(S) dans

m(Q,E) (S) •

5.3. Cohomologie des G-Qs-modules .

Soient S un preschema , GunS-groupe affine sur S et F un

G-.2s-module • On definit les groupes de cohomologie de G a
valeurs dans F par

Hn(G,F) = Hn(hG,W(F» •

(pour les notations, cf. 4.6 ) •
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Vu la proposition 4.6.4 , cette cohanologie se caloule de La faQon suivante

If(G,F) est 1e n-iema groupe d 'homologie du complexe Cn(G,F) defini comme suit:

fln (G,F) = F .1

n fois
Si f (resp. a.) est une section de F (resp. de Sur un ouvert de

5, on a

ou PF : F F @ et A: s decrivent la
structure de comodule de F. Remarquons en passant que la cohomologie de
G a valeurs dans F ne depend done que de la structure de comodule
de F, et en particulier que de la structure de S-monotde de G.

On a en particulier

ou FG, Ie faisceau des invariants de F, est d fini comme Ie faisceau
dont les sections sur I'ouvert U de S sont des sections de F sur
U dont l'image inverse dans tout S' au-dessus de U est invariante
par G(S') •
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Soient S un schema affine, G 3-groupe affine E!!
Les foncteurs Hn(G, sont les foncteurs derives de

sur la categorie des guasi-coherents.

Theoreme 5.3.1.
plat S •
HO(G, )

Comme S

*aussit8t que C (G,
dente.

est affine, et comma G est affine et plat, on voit

) ast bien un fonctaur exact sur la categorie prece-

II ne reste plus qu'a construire pour tout F un monomorphisme de

F dans un G-QS-module E(F) tel que Hn(G,E(F» 0, n > 0. Or consi-
derons E(F) = A(G) @ F muni de la structure de definie
par celIe de A(G). Considerons l'homomorphisme canonique F E(F)
I'axiome (CM 1) de 4.7.2 dit exactement que JU F est un morphisme de
G-QS-modules. II suffit de remarquer maintenant que I'image de par
Le foncteur W n ' est autre que I' effacement p. W(F) W(F) E(W(F»
defini dans 5.2 (comparer avec Ie corollaire 1 a Ia proposition 4.6.4).

Remarquons maintenant que I'axiome (CM 2) montre que considere
comme F est un facteur direct de E(F) • Cela entraine :

Proposition 5.3.2. Soient S un schema affine et G un S-groupe affine
et plat. Supposons que toute suite exacte de G-Qs-modules quasi-coherents
°-7 Fl F2 F3 -7 ° qui se scinde comme suite de QS-modules se scinde

negalement comme suite de G-Qs-modules. Les foncteurs H (G, ), n > 0,

sont nuls (ou ce qui revient au Ie foncteur HO(G, ) est exact).

En effet, d'ap:res l'hypothesa, la suite 0 -+ F E(F)

est scindee ; F est done facteur direct dans E(F) , or Ia cohomologie
de ce dernier est nul Ie.

On tire immediatement de la at de la proposition 4.7.4:
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Theoreme 5-3-3. Soient S un scMma affine et G 8-groupe diago-
nalisable. Pour tout G-.20-module quasi-coherent F,.2!l..!:.
Hn(Go,F) =0 0, n >°.
Remargue. La. proposition 5.3.2 reate valable, loraque G n'est pas ne-
cessairement plat sur S; la demonstration fait alors appel a Is cohomo-
logie relative.
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FIBRES TANGENTS - ALGEBRES DE LIE

par M. DEMAZURE

Noue nous proposons dans cet expose de construire l' analogue en theorie

des sohBmas des fibres tangents et algebras de Lie de la theorie classique.

11 sera cependant utile de ne pas se restreindre aux presohemas proprament

dits, mais de s'interesser aux foncteurs sur la categorie des preschamas q)1i

ne sont pas necessairement representables (par example foncteurs Hom, Norm ,

etc ••• ). Comme i1 a ete annonce dans l'expose precedent I 1.1, nous iden-
tifierons un preschema avec Ie foncteur qui lui est associe.

D'un autre ceM, les constructions sxposeea ci-apres depassent le

cadre de la theorie des schemas, Elles sont egalement valables, par exemple,

en theorie des espaces analytigues avec elements nilpotents, modulo quelques

modifications de detail.

Avant de commencer cette construction, il nous faut poser quelques

definitions generales q)1i completent celles de I 1. 7•

1. Les foneteurs HomZ/s(X,Y)

Reprenons 1es notations de I 1.1. On identifie 1a cacegorfe .£ a une sous-

categorie plaine de Hom(Co,(Ens» (en particulier on supprime 1es souli-
/'­

gnements q)1i nous permettaient de distinguer graphiquement un objet de .£ d 'un

'"objet de £.) • Considerons La situation suivante : quatre objets de :2., notes

S, X,Y, Z, le premier etant en fait un objet de Q, X et Y au-dessus de Z,
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Z au-dessus de S

x Y

,/Py
Z

S

»<
Definissons Blors un objet de 91s ,note HomZ/S(x,Y) par

On voit que Homz/s(X,y) n'est autre que le sous-objet de Homs(X,Y)

forme des morphismes compatibles avec PX et py' c lest-a-dire le noyau du

couple de morphianes

HomS(X,t) =::::t HomS(X,Z)

definis, le premier par-'La composition avec Py' Le second comme etant Le mor-

phisme constant dont "I 'image" est PX. 11 resulte de la definition que lIon

a des isomorphismes

HomS(SI ,HomZ/S(X,r) HomZ(X x
s
s' , r)

HomZ(Z \ s' , Homz(X, r)

HomZ( X , HomZ(Z

Notons en paseant que les deux derniers isomorphismes se prolongent au cas aU
SInlest pluG dans .£ par Ie procede indique en I 1.7.1.

SignBlons deux cas particuliers de La definition. Si Z = S , on a

HomS/S(X, r) = Homs(X, r)

Dlautre part, on pose

= HomZ/S(z, r)
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on a done par definition

n Y (S') r (Ys/zs')
z/s

Notons egalement que l'on a un isomorphisme

Romz/ s (X,r) HomX/S (X, Y xl. X) = n
Xis

y xz X

qui donne en particulier pour l. = S un isomoz:phisme

RomS (X,r)

Une derniere remarque : Le foncteur Y Homz/ s(X,Y) commute au

produit au sens suivant : on a un isomorphisme fonctoriel

II en resulte que si Y est un Z-groupe, resp. un Z-anneau, ••• alors

Homz/s(x,y) est un S-groupe, resp. un S-anneau, ....

Def'inition 2.1. Soient S un prescMma et M J!U Qs-rnodule quasi-coherent.

On note D.Qg(M) guasi-coMrente .2s (±) M (00 M est consi-

dere comma un ideal de carre nul) • On note IS (M) Ie S-scMma Spec D.Qs (M) •

En particulier on note DQa = DQa <.2s) , Is = IS <.2s) et on les nomme resoec-

tivement algebre des nombres duaux sur S et schema des nombres duaux sur S.

Alors M IS (M) est un foncteur contravariant de la categorie des

f:.s-r dules quasi-coMrenta dans celIe des S-preschemas. En particulier les

morphismes 0 -+ M et M --? 0 definissent respectivement Le morphisme

structural IS (M) --. IS (0) = S et une section t M de ce1ui-ci que l'on

appelle section zero •
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D'autre part £(s) = f'" (S,.2s) est un ensemble d 'operateurs du

module M, dono du S-prescMma Is(M) et les operations de £(S) commu-

tent aux 5-morphismes IS(M) IS(M') provenant de morphiames M' --.,. M
par la fonotorialite precedente; en particulier ces operations conservent la

seotion zero de Is(M) •

La formation des IS (M) commute a l'extension de la base on a des

isomorphiames oanoniques

Soient maintenant M et N deux .2s-modules quasi-eoMrents • La

diagramme commutatif

M ® N

N

/
definit un diagramme oommutatif de S-soMmas

Proposition 2.2. Pour tout S-prescMma X, Ie diagramme de fonoteurs au-

dessus de S obtenu en appliguant Ie foncteur HomS( - ,X) au diagramme (*)
est cartesien :
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II faut verifier que pour tout S' S , 18 diagramme d 'ensembles obtenu en

prenant. 1a valeur des foncteurs sur S' eat oartesien • Comme la formation de

IS(P) commute a 1 'extension de la base au sene explicite plus MUt, il suifit

de le faire pour S' = S , done de verifier que Ie diagramme d 'ensembles sui­

vent est cartesien :

X( IS(M @ N) )

/ \
x( IS(M) ) X( IS(N) )

/ x(EN)

XeS)

Or, oi X. xes) , il resulte de (SGA 1 III 5.1) que X( (x) est iscmorphe,

fonetoriellement en M, a

* 1HOlno (x (Jl v / ) ' M)
-AIS

1
en ..n.lli's dSs:i.gne le faisceau des differantielles relatives de X par rapport

as. Or 0& dermer foncteur (en M) transforme evidemment une somme direote

de .Qs­modules en 18 produit des ensemblp.s correspondent, d 'oU Le resultat •

COX'('lllaire. .2! M est libra de tyPe fim, le foncteur 1!2ms(IS (M) , X) est

iaomornhe (comma foncteur au­dessus de X) a un produit fini (au­dessus de X)

de aopies de ,X)
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Il resulte de la demonstration de La proposition que Homs(IS'X) est
1

isomorphs comme X-foncteur r (I 4.6.1) done representable

par 1e fibre vectoriel •

3. La fibre tangent, la condition (E) •

Dans ce paragraphe, sauf notification contraire, 1es 1ettres

M, M', N ... designeront toujours des .2s-roodules libres de type fini (0 'est':'a.-

dire isomorphes a une somme direote finie de copies de .2s) •

Nous utiliserons systematiquement les identifications justifiees dans

l'expose I ; c 'est ainsi que nous dirons "foncteur au-dessus de S" pour

designer indifferemment un foncteur muni d 'un morphisme dans S ( ,) ou

un fomteur sur 1a categorie des objets au-dessus de S. On dira de mtlma

"fomteur en groupes au-dessus de S" •••

Definition 3.1. Soient S un prescMma at M .lID. .2s-roodule libra de type

.!.1D! • .§2ll X un foncteur au-dessus de S. On appelle fibre tangent a X

au-dessus de S relativement au .2s-module M et on note TX/S(M) k
S-fomteur

En partioulier. on appelle fibre tangent a X au-dessua de S et on note

TX/s le foncteur

Alors Mf-i, TX/S(M) est un foncteur covariant de 1a oategorie des

.2s-modules libres de type fini dans La categorie des S-foncteurs. En parti-

culier les morphismes 0 -7 M et M---+ 0 dEifinissent respectivement un
S-morphisme
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et une section de celui-ci appelee section zero •

11 resulte de ceci que MI--">-TX/s(M) est un foncteur covariant de

la categorie des .2s-modules libres de type fini dans celle des foncteurs au-

dessus de X. En particulier est un ensemble d 'operateurs du

X-fomteur TX/S(M) qui respecte "La fonctorialite err Mil.

Definition 3.2. .§ill. u e. X(S) = HomS(S,X) = r (X/S). On appelle espace

tangent a x au-dessus de S au point u relativement aM, et on note

(M) ,.k S-foncteur obtenu a partir du X-foncteur TX/s (M) par image

reciprogue par Ie morphisme u: S X •

s - ,... X

En particulier <%) est note

dessus de S au point u.

Notona immediatement la

C'est l'espace tangent a X au-

-Propoaition 3.3. .§i X est representable par un S-prescMma note X,

£2!:! Trls(M) et LuX;s (M) sent representables • En particulier TX/S et
u -sont ropresentables par des fibrE,s vectoriels sur X et sur S qui

o n 1 "=:(u'"sont respectivement at. 1.=L¥

II suffit evidemment de demontrer la proposition pour Tx/S(M) , les resultats

analogues pour s'en deduisant par image reciproque • D'apres 2.2 ,

corollaire, il suffit de Ie faire pour Tx/S' et en ce cas, elle n'est

autre que La remarque signalee en note apras 2.2.

II resulte de cette proposition une description particulierement

simple du fibre vectoriel representant l iimage de la section u de X
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sur 3 est localement fennee, done dennie par un ideal quasi-coherent m d 'un

prescMma in:iuit sur un ouvert de X. Le quotient JIlrll reut etre considere

Mmm9 un module quasi-coherent sur 3. C'est celui-ci qui definit Le fibre

vectoriel cherehS. Soit par exemple X un prescMma algebrique sur un corps

k et u un point de X rationnel sur k. Alors =y( t) ou test
Ie k-espace vectoriel tangent de Zariski de l'anneau local Ov •

-a,U

Cette parenthese fennee, revenons a la situation generale. Remarquons

d 'abord. que est un foncteur covariant de la eategorie des .2g-modules

libres de type fini dans celIe des foncteurs au-dessus de S. En particulier

£(3) est un ensemble d 'operateurs du S-foncteur qui respecte la

fonctorialite en M.

Proposition 3.4. La formation d§. TX/s(M) .!i l'X/S(M) commute a l'extension

de la base :..wi S I un prescMma aU-des§Us de S, on a des isomorphismes

fom toriels en M

Cela resulte immediatement du fait que les Hom commutent a l'extension
de la base.

Corollaire. Le X-foncteur TX/S(fiI) (resp. Ie 3-foncteur (M» est muni

naturellement d tune structure d 'objet a operateurs gx cette

structure etant fonctorielle en M.

Montrons-le d I abord pour LX/u (M) • Pour cheque S' au-dessus de
S , u

S , opere sur M1ll.2g, done sur .Is ,(M III .2g,) = LX/S (M)s ; or on

verifie que cetta operation est fonctorielle en S' ; elle munit done comma

annonce d tune structure de foncteur a operateurs £S
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Pour TX/S(M) c 'est un peu plus complique. 11 faut munirchaque

(TX/s)Xl (Xl) (X' au-dessus de X) d'une structure d'ensemb1e a. ensemble d'ope-

rateurs de maniere fonctorielle en X'. Pour cela on construit 1e dia-

gramme

oU 1Sc, denote XJI5X I et fIla section de 1Sc, sur X' definie par

f : X •
£1

Ce diagramme montre que (!X/s(M))X,(X 1
) slidentifie a

ou opere 2(X'). II ne reste plus quia verifier que cette construction est

fonctorielle en X' • ce qui se fait sans difficulte.

Les isomorphiSllles de La proposition precedente sont alors par cons-

truction des isomorphisnes pour les structures de -objets, resp.
=-;;; ,

,-objets •

Definition 3.5. Stlient S un prescMma et X .!Yl S-foncteur • On dit que

X verifie la condition (E) relativement a S l!!, pour tout S' au-dessus

S at tous .2s ,-Modules libres de type fini M et N, 1e diagramme

d 'ensembles

X(IS' (M (£) N))
It' \t

X(IS' (M)) X(IS' (N))
1/"

XeS .)
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obtenu en appliguant X au diagramme (*) dMini dans 2.1, est cartesien •

3.5.1. Il revient au meme de dire que Ie foneteur MHTX/s(M) transforme

sommes direetes de libres de type fini en produits de X-foncteurs.

La proposition 2.2 montre que tout foncteur representable verine la condi-

tion (E) • Si X verifie la condition (E) par rapport as, le fone-

teur TX/S(M) commutant au produit transforme groupes en groupes , En

particulier TX/S(M) est un X-groupe eommutatif. Pour La raison, r;/s(M)
est un S-groupe eommutatif.

Proposition 3.6. .§i X/s verifie (E), la structure de groupe abelien sur

TX/S(M) (resp. et l"eperation de £X munissent TX/S(M)

) dtune structure de £X-module £S-module ).

L'operation de (resp, est fonctorielle en M ; elle res-

peete done la structure de groupe abelien qui est deduite par fonctoria-

lite de celIe de M.

Remargue. Si X est representable, auquel cas, d lune part il verifie (E) ,

d 'autre part TX/S et sont representables par des fibres

les lois precedentes sont les memes que celles qui se deduisent des structures

de fibre vectoriel (cf. I 4.6),

Proposition 3.4. bis. Si X verifie la condition (E) par rapport as,
alors Xs ' verifie la condition (E) par rapport as' et les isomorphismes

..9J!. 3.4 respectent les structures de -mcdul.e s, resp. de £S ,-modules.
- S'

Sans commentaires.

Abreviation: au lieu de dire "X verifie la condition (E) par rapport a
s ", on dira parfois "X/S verifie la oendition (E)".
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Proposition 3.7. Les foncteurs TX/S(1'1) et (M) sont fonctorie1s en X:

..!i!1 f: X est un 8-morphisme. on a des diagrammes commutatifs

- u (11) L(r) T
"x/s » '-'xjS"-, /

X ----4) X' s

Les morphismes T(f) et L(f) se deduisent irnmediaternent des definitions.

La commutativite des diagrammes resulte alors de 1a fonctorialite de ces mor-

phismes par rapport a. M et du fait que TX/S(O) = X •

Remargue: 1e carre ci-dessus est cartesien lorsque rest une immersion

ouverte , plus generalement lorsque fest etale. I1 definit en general un

morphisme de X-fomteurs

Proposition 3.7. bis. Si X et XI verifient (E) par rapport a. S, alors

(TXI/S(M»X (resp_ ---+ est un morphisme
(resp. de •

Resulte de la proposition 3.7 par fonctorialite en M.

Proposition 3.8. Soient X et Y deux: foncteurs au-dessus de S _ On a des

isomorphismes fonctorie1s en M:

TX X
s

Y/S(M) -) TX/S(M) Xs Ty/s(M)

L(u,v) (M) "'"
X Xs y/s
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Evident sur les definitions.

Remarquons que Ie premier isomorphisme peut aussi s'interpreter

comme un isomorphisme de XxY-foncteurs

Corollaire • .§! xis est muni d 'une structure alg2brigue dennie par produits

cartesiens finis. alors Tx/S{M) est muni d 'una structure de eepece et la

projection TX/S{M) X est un morphiSlp.e de cette espece de structure

Proposition 3.8.bis. Si X et Y satisfont a. la condition (E) par rapport

.h s, X Xs y y satisfait aussi et les isomorphismes de 3.8 respec-

tent les structures de modules.

Pour enoncer commodemerrt les propriet6s qui vont suivre, introduisons

la terminologie suivante : un H-ensemble est un ensemble muni d 'une loi de

composition a unite bUatere; un H-ob,jet dans une categorie Q. se definit

de la maniere habituelle : e 'est done un objet X de .£' muni d 'un morphisme

X x X X tel qu'il existe une section de X (au-dessus de 1 'objet final)

possedant les proprietes d 'une unite bilatere. Tout .£.-monoide, en partieu-

lier tout f.-groupe est done un £.-H-objet. En particulier, un H-objet de

la categorie des foncteurs au-deaeue du presch6ma S sera appele S-H-foncteur.

Si X est un S-H-fonctaur, alora TX/S(M) est un S-H-foneteur, et si on

note

Lie (X/S,M) = Li/S{M)

Lie (x/s) =

oU e designs la section unite de X, alors Lie (X/S,M) est lui aussi un

S-H-foroteur •
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Proposition 3.9. Soit X .1m: 5-H-foncteur verifiant (E) par rapport as.
La structure de 5-H-foncteur de Lie (X!S,M) provenant de celIe de X cotncide
avec la structure de S-groupe definie en 3.5.1.

11 resulte de ee q)l'on a dit plus haut que Lie(X!S,M) est un H-objet dans la

categorie des La proposition resultera alors du lemme suivant :

Lemme 3.10. Soit £. une categorie. .§.ill G .1m: H-objet dans la categorie

des Q.-H-ob.1ets ; G est done un Q.-H-ob.1et (dont nous noterons la loi de

composition f: G x G G) mum d 'un morphisme de Q,-H-objets

h : G x G G. Alors f =h f est commutative •

En prenant les valeurs des roncteurs sur un argument variable, on se ramEme a
la maniere habituelle a. verifier Ie lemme lorsque Q.. est La categorie des en-

sembles. On a donc un ensemble G et deux applications r, h : G x G --+ G

telles q)le h(r(x,y),r(z,t» = r(h(x,z),h(y,t). On a d'autre part deux ele-

ments de G, soient e et u , avec r(e,x) = r(x,e) = x , h(u,x):;:: h(x,u) =x ,

On voit d 'abOI'd que

h(r(u,y),r(x,u» :;:: h(r(x,u),r(u,y» = r(x,y)

En particulier ,pour y = e , on obtient

x:;:: r(x,e) =h(r(u,e),r(x,u» h(u,r(x,u» :;:: r(x,u)

d 'ou en reportant dans 1 'egalite originelle

f(x,y) = h(x,y) = h(y,x)

Corollaire 1 • Si X est un 8-H-foncteur verifiant (E) par rapport as,
tout element de X(Is(M» qui se projette sur l'element unite de X(S)
est inversible.

Corollaire 2. .§i X est un S-mono!de verifiant (E) par rapport as,
un eleltent de 1(18 (M» est inversible si et seulement s1 son image dans XeS)
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Corollaire 3. .§i X est un S-groupe verifiant (E), par rapport a S

deux lois de S-groupe sur Lie (xis, 1-1) coincident.

Avant de tirer d "autre s consequences de La proposition precedente,

demontrons un autre resultat de fonctorialite :

Proposition 3.11. Dans la situation du paragraphe 1 , on a un isomorphisme

fonctoriel en M

T (I (M) ..Homz/s X,Y) S

Cela resulte immediatement des definitions, compte tenu de l'isomorphisme

Corollaire 1. .§i Y/Z verifie (E), alors Homz/s(X, Y)Is verifie (E) et

l'isomorphisme de 3.11 respects Iss structures de modules.

Corollaire 2. On a un isomorphisme fonctoriel en M

.& Y/S verifie (E), elora HomS(X, Y)/s verifie (E) et l'isomorphisme

precedent respecte les structures de au-dessus de HomS(X,Y) •

Corollaire 3. On a un isomorphisme fonctoriel en M

X est considere comme foncteur au-dessus de Y par l'intermediaire de

u: X -70 Y •
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Corollaire 4. On a un isomorphisme fonctoriel en M

Lie (EndS(X)/S ,M) IT
)(Is

Nous allons maintenant interpreter geometriquement la definition du

fibre tangent • 3011: T un prescMma au-deaeus de S; on a des isomorphismes

fonctoriels en M

En particulier Le morphisme M --+ 0 donne un diagramme commutatif

identita

---....,. HomI (M) (TI (M) )
3 1S s

------..,..,. Homs(T,X)

ou la premiere fleche verticale est obtenue par la projection X ,

la seconde par Ie changement de base S"'"+ IS (M) • En consequence:

Proposition 3.12. .§ill T au-dessus de X par h: T -+ X. L'ensembleo
HomX(T,Txls(M)) s'identifie a l'ensemble des IS(M)-morphismes de Tr (M) i!m.!!

s
(M) qui se restreignent a. ho .mY:. S C IS (M) •

Corollaire. L'ensemble r (TX/S(M)/X) .§.'identifie a 1 'ensemble des

IS(M)-endomorphismes dEl (M) aui induisent 1 'identite sur X.
S

Remarlpons maintenant que ce dernier ensemble s'identifie egalement

par les isomorphismes precedents a. Lie (Ends(X)/S,M) (S) • Si xis verifie (E),
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alors EndS(X)/S verifie (E) (prop. 3.11 , cor. 2) • Appliquant 3.10 ,

cor. 2 at 3.9, on en deduit 1a

Proposition 3.13. Si xis verifie (E), IS(M)-endomorphisme de

qui induit l'identite sur X est un automorphisme • La groupe

s'identifie au groupe de cas automorphismes •

Corollaire 1. Soit u: X-+ Y JYl S-isomorphisme, Y/S verifiant (E).

IS(M)-morphisme de (M) dans YI (M) qui pro10nge u est un isomor-
S Sphisme •

Corollaire 2. Soit u Isoms (X,Y) , Y/S verifiant (E). La monomorphisme

IsomS(X,Y) --+ HomS(X,Y) induit un isomorphisme

Ltl
( ) "V' U ( )
M LHomS(X,y)/s M

Cor011aire 3. Sait u - Auts (X) , xis verifiant (E) • Le monomorphisme

AutS(X) ---+ Ends(X) induit un isomorphisme •

En particu1ier. on a

Supposons pour terminer X representable. On a qu'une section de

au-deasus de X s'identifie a un IS-automorphisme de XI induisant
S

et X ont Ie meme espaee topologique sous-l'identite sur X. Or XI
S

jaeent, les faiseeaux d'anneaux eorrespondants etant DO et QX' II en
-X

resulte aussitBt qu'un automorphisme infinitesimal de X s'identifie a
une derivation du faiseeau d'anneaux Qx au-dessus du faiseeau QS' On
a done fabrique un isomorphisme
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qui. en vertu de 3.13, respecte les structures de groupes (et de

ee qui redonne l' interpretation classique des champs de vecteurs

tangents en termes de derivations du faisceau structural. Remarquons d 'ailleurs

que r (TX/IX) est egal a HO(X, 2"X/s) aU Off X/s est Ie dual •

4. Espace tangent a un groupe. Algebras de Lie •

4.1. Soit G un foncteur en groupes au-dessus de S. On a vu que TG/S(M)

et Lie (G/S,M) sent des lors mums de structures de groupes au-d.essus de S.

On a des morphismes de groupes <3.0

i

par definition i est un isomorphiame de Lie (G/S) sur Ie noyau de p et s

eat une section de p. 11 resulte alors de I 2.3.7 que cette suite de

morphisnes permet d'identifier TG/S (101) au produit semi-direct de G par
Lie(G!S,M). L'operation eorrespondante de G sur Lie(G!S,M) est notee Ad et

appelee representation adjointe de G; on a done par definition

Si G est commutatif, alors TG!S(M) l'est aussi et Ad(x)X = X.

Si G et R sont deux toncteurs en groupes au-dessus de S et si

f : G -.. H eat un morphisme de groupes , il s'en deduit par fonctorialite un

morphisme de suites exactes compatible avec les sections eanoniques :

1

1

Lie (G/S,M)

L{t) 1
----+-) Lie (H/S,M)

---+) Ta/ s(M) G -+ 1

T(f) 1 f 1
Tn/S(M) --7 H 1



60

L(r) que l'on notera egalement Lie(r) est Le morphisme derive de r.

Proposition 4.1.1. Soit g E cts) • Ad (g) : Lie (a/S,M) --'l> Lie(a/S,M)

est Ie morphisme derive de Int(g) a a •
En effet Ad (g)X =i-l(Int(g)i(X» , ce qui n'est autre que L(Int(g»(X) par

la definition du morphisme derive •

Corollaire. Supposons que G/S verifie (E). Alors on sait (3.10 eorv t)

que la stru.cture de groupe de Lie (G/S,M) definie cormne pius haut n 'est autre

que la structure induite par sa structure de (definie a.
(E» •

11 resulte de la proposition preoedente que les Ad (g) respectent la structure

de de Lie (G/S,M) :

Ad: G Auto -mcd , (Lie (G/S,M) )
=8

autrement dit que Ad est una -representation lineaire de a dans Ie

£S-module Lie (G/S,M)

Remargues 1) Pour que G/S verifie (E), il faut et il sufrit que pour tout

couple (M,N) de libres de type fini , Ie diagramme

Lie (G/S, M<±l N)

/'
Lie(G/S,N)

:{'

obtenu en appliquant le foncteur Lia(a/S,) au diagramme (*) de 2.1 • soit

cartesien •

2) 5i G/S verifie (E), La morphisme derive de la loi de groupe

11: n Xs G ---+ G n'est autre que la 10i d'addition dans Lie (G/S,M) •
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(Nota.: IT n'est pas un morphisme de groupes, mais 7T (e,e) = e , ce qui

suffit pour definir L(-Tt') (cf. 3.7 » .

Etudions maintenant l'ensemble f' (TG/S(M)/G) • Notons d 'abord que

1 'on a un isomorphism.e

f"' (TG/s(M)/G) (" Hom(G, Lie (G/S,M) )

defini de la maniere suivante : So f: G Lie (G/S,M) , on assode la section

sf : G TG/s(M) telle que

sf (g) = i(f(g» s(g), g G G(S'), 51 E 5 •

Soit h un automorphisme du foncteur G au-dessus de S, ne respectant pas

necessairement La structure de groupe • A toute section t de TG/S(M) , on

peut associer h(t) definie par transport de structure: c'est par exemple

la seule section de TG/ S(M) rendant commutat1f Ie diagramme

En particulier, prenons pour h La translation So droi te par un element x

de G(S) •

g E G(SI) , S I-+ S •

On a immediatement

ou t (f) designe Ie morphisme de (} dans Lie (G/S,M) defini parx
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I1 en resulte que si 1 'on fait operer G par translations a droite dans

r (TG/s (M)/G) et Hom(G,Lie (G/S,M» , l'isomorphisme defini plus haut res­

peete les operations de G. En psrticulier les sections de TG/S(M) inva­

riantes par translation a droite correspondent dans cet isomorphisme aux

morphismes constants de G dans Lie (G/S,M) (i.e. se factorisant par la

projection G ­+­S) ou encore aux elements de Lie (G/S,M)(S) • En d'autres

termes :

Proposition Lie(G/S,M)(S) r (TG/S(M)/G) qui

assode a x ELie (G/S,M) (S) la section x ...... X.x est un isomorphisme de

Lie(G/S,M)(S) sur la partie de "(TG/s(M)/G) formee des sections invariantes

par translation a <i,r".ite •

Compte tenu de 3.12, corollaire, on obtient

Proposition existe un isomorphisme fonctoriel en G entre l'ensem­

ble Lie (G/S,M) (S) et 1 'ensemble des Is(M)­endomorphismes de GIS(M)

sant·l 'identite sur G et commutant aux translations a droite de G.

Tenant maintenant compte de 3.13 :

Th90reme G un foncteur en groures sur S verifiant (E) par

rapport as. Le groupe Lie(G/S,M)(S) s'identifie. fonctoriellement en G,

au groupe des IS(M)­automorphismes de G1s(M) induisant l'identite sur G
et commutant a.u:A: translations a droi'te •

On retrouve ainsi (dans le cas M =.2s) una des definitions classiques de

1 'algebre de Lie d 'un groupe •

4.2. Avant d'aller plus loin, etablissons de nouveaux corollaires a 3.11.

On a v.u en lIon a un isomorphisme canonique :

* Les enonces 4.1.2, 4.1.3 et 4.1.4
quant que les automorphismes de G
sont les translations a gauche.

s 'obtiennent plus simplement en remar­
invariants par translations a droite
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H9.!!l:y-/S (X,Ty/S(M) )

supposons que Y soit un groupe; on a alors Ty/s(M) = Lie(Y/S,M).y

= Lie(Y/S,M)y il en resulte un isomorphisme

Hams(X, Lie(Y/S,M»

Proposition 4.2. Soit u: X Y un mornhisme de S-groupes. On a un Lso-
morphisrne fonctoriel

(x,y)/S(M) ,-v.
designe Ie "fonoteur des homomorphismes crof.ses" defini de manfere ana-

logue au foncteur Hom. On fait operer X sur Lie(Y/S,M) par Ie morphisme

ad ) AutS- (Lie (Y/S,M)) ] •gr.

Ceci resu1te de l'isomorphisme

I"'\/} !iom(Y/S)gr.(X' Lie(Y/S,M).Y)

et de l' identifioation bien oonnue des sections d 'un produit semi-direct aux

cocyc1es du quotient dans 1e noyau (voir par exemple III 1.2.2).

App1iquant 3.10, Coro11aire 1, on en

Corollaire 1. Si Y/S verifie (E), on a des isomorphismes fonctorie1s

LUI (X Y)/ (M) "') •
,S o

Corollaire 2. ill:. xis verifie (E), on a des isomorphismes fonotoriels

Lie(Auts- (X)/8,M) .• gr. .;>
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Corollaire 3. Y est commutatif, on a un isomorphisme fonctoriel

Homs- (x, Lie(Y/S, M))gr.

4.3. Considerons maintenant Ie cas ou X et Y sont des 3i

Y est un £S-module, Ie foncteur Lie(Y/S,M) est muni d'une structure de

deduite de celIe de Y. Muni de cette structure, on Ie notera
provisoirement Lie'(Y/S,M)

Lorsque Y/S verifie (E), on notera toujours Lie(Y/S,M) Ie foncteur
Lie(Y/S,M) muni de la structure de definie pour tout foncteur
verifiant (E). Nous savons que les structures de groupes abeliens
Lie(Y/S,M) et Lie'(Y/S,M) cotncident, mais il n'en est pas de a priori
pour celles de module (voir un contre-exemple au paragraphe 6).

On a comme consequence immediate du corollaire precedent:

Proposition 4.3. On a un isomorphisme fonctoriel :

(M)
-mod.(X,y)/S

=S
HomO d (X,Lie'(Y/S,M))=S-mo •

Corollaire. x/s verifie (E), on a des isomorphismes fonctoriels_ :

cette direction,
et Lie' (Y/S) •

( I 4.6)

Avant de continuer dans
les relations entre Y, Lie(Y/S)

Lie(£s!S,M) = Lie'(£s!S,M) = W(M)
isomorphisme canonique

examinons de plus pres
Remarquons d'abord que

et que lIon a done un

d



Soit maintenant F un Pour tout S' au-dessus de S, on a un

dihomomorphisme ,

)

d10u un morphisme de O(S')-modules=

En particulier, pour S' = ls(M) , on en deduit des morphismes fonctoriels
en M

ce qu'en faisant varier S on pourra noter

Ces morphismes sont fonctoriels en M, done compatibles avec les projections
des fibres tangents sur leurs bases. lls definissent alors des morphismes

F Lie(F/S,M)

Remarquons que ces derniers morphismes sont fonctoriels en F, et par

construction respectent les structures de modules deduites de celle de F

(ce que nous avons appele Lie'(F/S,M) au second membre). Si F/s verifie
(E) , comme ces morphismes sont egalement fonctoriels en M, Hs respectent

egalement les structures de modules deduites de celIe de M a l'aide de Ie
condition (E) , c'est-a-dire celles notees Lie.
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Notans enfin que par tensorisation avec d
deduit un lliorphisme

, on

F ......) F ---+ Lie(F/S)

note egalement d F Lie(F/S) •

Definition 4.4. On dit que F est un si les morphismes

sont des isomorphismes •

Corollaire: Si F bon, alors

(i) F/S verifie (E)

(ii) Lie(F/S,M) = Lie'(F/S,M) ,

(iii) d: F -+ Lie(F/S) est un isomorphisme de

En effet :

(i) Il suffit de verifier que Lie(F/S,M(:9 N) Lie(F/S,M) Xs Lie(F/S,N) •
Or si F est bon, F JIll -. Lie(F/S,M) est un isomorphisme •
Il n'y a plus quIa remarquer que la propriete a demontrer est vraie pour
et que est isomorphe au produit d1un nombre fini de copies de

£S ' done F 1\ isomorphe au produit correspondant de copies
de F.

(ii) L'isomorphisme F II Lie(£Js,M) Lie(F/S,M) respecte les deux
structures de modules definies plus haut; or ce sont au premier
membre.

(iii) d est compose de deux isomorphiames •
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Exemples de bons £S-modules : pour tout 2s-Module quasi-coherent !, les
£s-modules V(!> et W(!> definis en I 4.6 sont bons •

Proposition 4.5. F un bon £S-module. On a un isomorphisme fonctoriel

qui respecte les structures de En particulier. on a un isomor-
phisme de £S-modules

Lie(Aut=os_mod. (F)/S) End (F)

Cela resulte iromediatement de 4.3 et de (i). (ii). (iii).

Posons alors 1a definition suivante

Definition 4.6. On dit que Ie foncteur en groupes G au-dessus de S .w bon
.§i G verifie la condition (E) par rapport a. 5 .!.t..§i Lie( G/S) est un
bon £5-modu1e.

Exemple: 5i G est representable, il est bon
Lie(G/S) est de la forme V(!> donc bon.

G verifie (E) et

Theoreme

.Q.Qn. •
4.7. §!. F est un bon Q_S-modu1e. Ie S-groupe Auto od(F).!ll

=S-m

On a de toutes un isomorphisme

8i F/S verifie (E) et si on munit TF/S(M) de La structure de £S-module
deduite de celle de F. S1 F est bon, alors il verifie (E) et on a des
isomorphismes
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Il en resulte d'abord que Auto d (F) verifie (E) par rapport as.
=S-mo .

On a d'autre part (F)/S) ,.....)- (F) et ce dernier

module est bon si F est bon (car TO /S(M) est"libre de type fini"sur
=S

Soit maintenant GunS-groupe et F un £2u Suppo-
sons donnee une representation lineaire de G F, c'est-a-dire
(I 4.7.1), un morphisme de S-groupes

P G Auto -mod, (F)
=3

On en deduit par 4.5 un morphisme

p': Lie( G/S) -7 EndO -mod, (F)
=3

qui (si G/S verifie (E» est un morphisme de

Soit en particulier G un £2!!. S-groupe. Alors Lie(G/S) est un bon
et on a un morphisme de S-groupes

Ad: G --+-> AutO -mod.(Lie(G/S»
=S

On en deduit par la construction precedente un morphisme de

ad: Lie(G/S) EndO d(Lie(G/S»,-mo=3

ou, ce qui revient au un morphisme bi1ineaire :

Lie( G/S) Xs Lie( G/S) --:)0 Lie( G/S)

que l'on notera (x,y) ....... [x,y] = ad (x).y (ou x et y designent
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deux elements arbitraires de Lie(G/S)(S') = Lie(Gs,/S')(S') ). Si G est
commutatif, alors [x,y] == O.

On peut donner du crochet une definition equivalente
comme suit: remarquons d'abord qulil suffit de Ie faire pour x,Y . 1ie(G/S)(S).

Remarquons ensuite qui il y a un isomorphisme canonique IS Xs IS II
S

pour eviter des confusions, notons I et I' deux exemplaires de IS' On
a alors un diagramme commutatif

I

J !
l' S

les deux fleches partant de I x II identifiant celui-ci au schema des nom-
bres duaux sur I ou sur 1'. II en resulte un diagramme commutatif de
groupes (ou on note 1 == Lie( G/S) )

1 1

t
1(1) 1(S)

1 ----.,. 1(l' ) ) G(l x!') -4 G(l')

!
1 --+ 1(S) --:.- G(l) ---.... G(S) ) 1

J
1 1

La neuvieme piece du puzzle nlest autre que 1ie(1/S)(S). Si G est ,
clest 1(S) et on a done un diagramme commutatif ou les lignes et les colonnes
sont des suites exactes de groupes et ou les cinq L( ) sont commutatifs :
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L(5) L(I) L(5)
zfit, J, ! xc-,

L(1') G(IxI ') G(I ,)

l !
L(8) G(I) G(S)

tI
y

Or dans un tel diagramme, si on prend deux elements x et y comme note, et

qu'on les releve arbitrairement en x' et r' dans G(IxI') , Le commutateur

x' y' x,-l yl-l des deux aJ.ements obtenus ne depend pas des relevements choi-

sis et est l'image d'un element z comma note. La lecteur verifiera qua

[ J (*)
l'on a z = x,y .

Sur cette construction apparaissent les deux proprietes suivantes :

(i) Le crochet est "fonctoriel en Gil : de maniere precise,

Lie (G/S) est un foncteur de la categorie des bons S-groupes dans Ie

categorie des bona munis d 'une loi de composition bilineaire •

(ii) On a [x,y J + [y,x) = 0: en effet Le diagramme est syme­
trique par rapport a. la premiere diagonale •

Proposition 4.8. F un bon Dabs I 'identification

Lie(Auto -eiod, (F)/S) ::::::.:.;. EndO -mod, (F)
,;s =s

Ad(X).X est transforme en x 0 X 0 x-I II [X, r ] X 0 Y - Yo X •

Considerons d'abord Auto _ d (F1 ). Un element x de ce groupe est,
=1 mo. S

S

par definition du changement de base pour les foncteurs, la donnee pour tout

S' IS d 'un ')-automorphisme de F(S ,) , soit xS'. Or, remarquons

que se donner un S I ­­'> IS est equivalent a. se donner un S' ­+ S mooi

d 'une section s: S' _ IS" On voit alors aussitM que Xs I est determine

Le redacteur reconnait, a La demande de Gabriel, que I' exercice n I est pas- im-
mediat; clest dlailleurs la raison pour laquelle il nlest pas dans Ie texte.
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par XI et que done i1 suffit pour verifier les formules eXigees de les
S'

verifier sur les F(Is' ) ' Or F(IS') =F(S'}.Lie(F/S}(S'} = F(S'}.F(S'}

puisque F est bon • Notons = [f.. ] , t. 2 = O. 11 est imme­

diat de "oir que 1t endomorphisme X de F correspond par I' identification

donnee a l'automorphisme I + C X de F(Is,} .11 n'y a plus qu'a traduire

les pour ramener les formules annoneees a

x 0 (I + Co X) 0 x:-1 -1= I+c.xoXox et

(I + e X)o(1 + tY)o(1 + £ x)"10 (I + ly)­1 = I + t, Co '(XoY ­ YoX)

lorsque t 2 = t.' 2 = o ,

COl'ollaire 1. Soient G .YD...J2g,n S­groupe et x,y,z f:' Lie(G/S}(S'). Q!:L1a:

[x, [y,z]] + [y, [z,x]] + [z, [x,y]] = 0

En effet, si G est bon, alors Lie(G/S) est un bon et 1e
morphisme de S­groupes

Ad : G

donne par fonctorialite

[ad x , ad y] = ad x 0 ad y ­ ad y 0 ad x = ad [x,y]

ce qui, applique a. un element z , donne la relation de Jacobi.

Corollaire 2. Soit G un bon S­groupeoperant lineairement sur un bon

F (i. e. soit F un G et F bens). Alors
l'application lineaire p' :Lie(G/8} ­­7 EndO d (F) est una representation,­mo •
e' est­a­dire que l' on a =8

p' ([x,y]) pi (x) 0 p'(y} ­ p'(y) 0 pl(X) •
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Scholie 4.9. A tout bon S-groupe (par exemple representable), on a associe
un bon £S-module Lie(O/S) muni fonctoriellement d'une application bilineaire
verifiant

[x , y] + [y , x] o [x , [y , z]] + [y , [z , x]] + [z , [x , y]] o .

NOllS appellerons Lie(O/S) muni de cette structure l'''algebre de Lie" 0
S (les guillemets etant justifies par Ie fait que Lie(G/S) n'est pas a

strictement parler une £S-algebre de Lie). A toute representation lineaire
de G dans un bon £S-module Fest associee une representation de son
"algebre de Lie". En particulier, a la representation adjointe de G est
associee la representation adjointe de son "a.lgebre de Lie".

Definition 4.10. Un foncteur en groupes G au-dessus de S est dit tres bon
s'il est bon at si Lie(G/S) est une £s-algebre de Lie (c'est-a-dire si on a
identiguement [x, x] = 0).

Examples de tres bons S-groupes. Le groupe Auto -mod(F) pour tout bon
=S

F. Tout groupe representable (voir ci-apreS). Tout bon S-groupe

admettant un monomorphisme dans un tres bon S-groupe, par exemple tout bon
sous-foncteur en groupes d'un groupe representable, ou tout bon-S-groupe admet-
tant une representation lineaire fidele dans un bon , par exemple
tout bon S-groupe tel que Ad soit un monomorphisme •••

4.11. Supposons maintenant que G soit un preschema en groupes sur S.

D'apres 4.1.4, Lie(G/S)(S) s'identifie au groupe des automorphismes infini-

tesimaux de G/S invariants a droite, c'est-a-dire par 3.14 au groupe des

derivations de au-dessllS de invariantes par translation a droite.

De plus cette identification respecte la structure de module et m@me d'algebre
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de Lie, le crochet dans Lie (G/S) (S) correspondant au crochet des d'erivations,

comme on le voit en raisonnant comme dans La proposition 4.8 : il faut calculer

le commutateur des automorphismes u et v de QJL definis par

u = I + !. d v = I + e 'd' f. 2 = E- ,2 = 0

on trouve immediatement u v u-l v-l = I + Eo Eo, (dd' - d'd)

On retrouve alors 1a definition classique: Lie (G/S) est le foncteur qui a
tout S' au-dessus de S, associe la de Lie des derivations

de GS' par rapport as' invariantes par translation a droite •

11 en resulte en particulier que tout groupe representable est tres bon.

Rappelons d 'autre part (3.3) que Lie (G/S) est representable par

Ie fibre vectoriel Oll est 1 'image reciproque par la section

unite de G du faisceau des differentielles relatives de G par rap-

port as. Les proprieMs qui precedsnt montrent que Le .2s-module

s'identifie au faisceau des differentielles de G par rapport a S invariantes

a droite. c 'est-a.-dire au faisceau dont les sections sur un ouvert U de

S sont les sections de sur 1 t image reciproque de U invariantes par

translation a droite.

Notons enfin qu'il resulte de la decomposition du fibre tangent en

produit semi-direct que Le .2a,-Module est l'image reciproque par la

projection G _ S du .2s-Module 11 en resulte par exemple q:lG

est localement libre (resp. localement libre de type fini) si

1 'est, ce qui est en particulier le cas si S est Ie spectre d 'un corps

(resp. si S est Le spectre d 'un corps et G localement de type fini sur S).

On a donc associe fonctoriellement a tout S-preschema en groupes G
...§J£ S un fibre vectoriel Lie (G/S) .ma:!: S muni d 'une structure

S-scMma en algebres de lli sur 1e S-scMma d 'anneaux RappeLons

(3.4 et 3.8 ) que cette construction commute aux produits finis et a 1'exten-

sion de 1a base.
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Soit Lie (G/S) 1e faisceau des sections de ce fibre vectoriel
(EGA II 1.7.9). I1 est muni d 'une structure de de Lie • Comme

eette construction De oommute pas a 1 'extension de la base (en general), la
structure d 'Algebre de Lie sur ce Module ne permet pas de reconstituer la

structure de scMma en a1gebres de Lie sur Lie (G/S) • 11 en est cependant

ainei lorsque est 10calement libre de type fini (ce qui se produit
en particulier si G est S ou si S est Le spectre d 'un
corps et G localement de type fini sur S], car on a alors

Lie(G/S) = = W(Lie(G/S» • ( I 4.6.5, Cor.)

Notons enfin que si G -+ H est un monomorphisme de foncteurs en
groupes, alors Lie(G/S) est egalement un monomorphisme. Si
G et H sont representables, alors -7 est un epimorphisme et
Lie (G/S) Lie(H/S) est une immersion fermee ; en effet un monomorphisme
vectoriel de fibres vectoriels est une immersion fermee. On a en particulier
Ie resultat suivant : soit G -7 H un monomorphisme de preschemas en groupes
sur S • si est localement libre de type fini, alors Ie morphisme corres-
pondant -+ Lie(H/S) est un isomorphisme de sur un
sous-module de Lie(H/S) localement facteur direct.

5. Calcu1 de quelques algebras de Lie.

5.1. Exemples d1algebres de Lie: les groupes diagonalisables.

Soit G = DS(M) un groupe diagonalisable sur S ( I 4.4).
La formation de Lie(G/S) commutant a 1 'extension de la base, i1 suffit
de faire la construction pour G = D(M) • On a alors

*'= Hom... (M, rCS,DO ) ).
lir. -=0

Or on a une suite exacte scindee

*'1 ---} r (S,QS) r (S,DO >* r ---+ 1 ,
-s
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ce qui donne

Lie(G)(S) ex HomGr• (M,

muni de sa structure de evidente • On obtient done apres ehangement

de base:

Proposition 5.1. On a des isomorphismes

[ou, dans Ie second isomorphisme, designe Ie faisceau de groupes constant
sur S defini par M, et Hom Ie faisceau des homomorphismes de faisceaux
de groupes ],

Corollaire. §.! M est libre de type fini (ou,comms nous dirons plus tard,

si DS (M) est un tore trivial) .!!2!:!

=

".2Y. M designe Ie dual du groupe abelien M. En particulier

5.2. Normali§8.teurs et centralisateurs •

Demontrons d tabord quelques lemmes sur les

5.2.1. Unesuite 0 F' --. F" -'l> 0 .!Mi est exacte

si at saulement s1 pour tout S I au-dessuW S 1a suite
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est un isomorphisme. .§i F est bon, FG
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0-+ FI(S') F(S') --") 0 de O(S')-modules est exacte •
- =

Les suites 0 -+ TF'/S(M) TF/S(M) --.If TFII/S(M) 0 .!d

o -+ Lie(F'/S,M) --'!o Lie(F/S,M) -4 Lie(F"/S,M) -+ 0 sont alors exactea •

Si deux des modules en cause sont bona, Ie troisieme llest ausai. Si lea suites

o ...... F' -+ F -+ F" -+ 0 et 0 -+ HI H H" 0 sont exactes ,

alors la suite 0 F' Xs H' --+ F Xs H F" Xs H" 0 l'est aussi •

Les demonstrations (immediates) sont laissees au leeteur (pour llavan-

derniere assertion, utiliser Ie lemme des einq et Ie fait que TO /s(M)
=S

Lemme 5.2.2. Soient F et II Llhomomorphisme canonigue
G G GF Xs H (F Xs H)

Demontrons la seconde assertion. On a un diagramme eommutatif

FG(IS(M» > F(IS(M»

f r f 1 sj
FG(S) mO(S) £(IS(M» --+ F(S) mO(S) £(IS(M»

= =
et lIon doit demontrer que fest bijectif; or il est evidemment injectif;

montrons qU'il est surjectif. Soit done u E F(S) ® Q(1S(M» tel que f 1(u )

soit invariant par G(1S(M». Considerons S eomme au-dessus de IS(M) par

la section zero. Si SI est au-dessus de S, alors U E F(S)G(S') ® 0(1 (M»= S '

2(1S(M» etant libre sur 2(8). Faisant varier 8', on en deduit que

u E FG(S) ® O(IS(M».

Theoreme 5.2.3. Soient G S-groupe et K un sous-8-groupe de G,



Notons NormG(K) = N

7i

CentG(K) = K (I 2.3.3).

Faisons operer K Lie(G/S,M) par l'intermediaire de la representation
ad.jointe de G

(i) Si la loi de groupe de Lie(G/S,M) est commutative (*), alors

Lie(N/S,M)/Lie(K/S,M) = [Lie(G/s,M)/Lie(K/s,M)] K

(si E et F sont deux S-groupes commutatifs, on note

E/F Le S-groupe commutatif dHini par (E/F)(.sl) = E(S')!F(SJ»),

(ii) Si la loi de groupe de Lie(G/S,M) est commutative (*), alors

Lie(Z/S,M) = Lie(G/S,M) K .

(iii) Si G verifie (E) (resp. si G II K verifient (E)),
alors Z verifie (E) ( resp. N verifie (E)).

(iv) Si G est bon (resp. si G II K sont bons),
Z est bon (resp. N est bon). Si de plus G est tres bon,

Z (resp, N) ,!!st tres bon •

Prouvons (i) et (ii). Soit H = N (resp. Z). On a

Lie(H/S,M)(S) =fxELie(G/s,M)(S)CG(Is(M)) I X.u.X- 1,u-1E,K(S') (resp,= 1)

pour tout

Soit X E Lie(G/S,M)(S). Pour que X appartienne a Lie(H/S,M)(S), il
suffit de verifier la condition precedente pour tous les S' de la
forme IS (M), Ie morphisme structural provenant par extension de

1

(*) Condition automatiquement verifiee si G veri fie (E) (cf. 3.9)
par exemple si G est representable.
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1a base d 'un morphisme SI S. On a en effet un diagramme commutatif

qui montre cpe se donmr un SI au-dessus de IS(M) est equivalent a se

donner un S' au-dessus de S muni d lune section h de IS I(M) au-dessus

de S'; Or si la propriete exigee est vraie pour tout u de

K(IS I (M}) , elle Ie sera aussi pour tout u Eo K(SI) car K(h) : K(IS' (M» -+ K(S ,)

est surjectif •

Or tout u K(IS I(M» s Iecrit de maniere unique Y.k oU. k EK(SI)
et YE Lie (K/S,M)(S') • L'expression X.u.X-1.u-1 devient alors

X Y k X-I k-l y-1 qui, si Lie (G/S,M) est commutatif, s 'ecrit X Ad(k)X-1 •

Mais celui-ci est a priori dans Lie (G/S,M)(SI) • La condition sur X s'ecrit

done XAd(k)X-l E Lie(K/S,M)(S') = 1) pour tout k K(S') • Ceci

prouve (ii) • Dans Ie cas oU. H == N , si on note X l'image de X dans F(S)

(00. on pose Lie(G/S,M)/Lie(K!S,M) == F) , la condition s'ecrit Ad(k)!-l == !-1,

ou 1 est l'image de X dans F(S I) , ce qui demontre (1) •

(iii) se prouve alors immediatement. (iv) resulte des lemmes

5.2.1 at 5.2.2.

Corollaire 1 • S1 1a 10i de groupe de L1e(G/S) est commutative,
Lie(Cent(G)!S) - Lie(G!S)G.

Corollaire 2. Si 1a 10i de groupe de Lie(G/S) est commutative at s1 K

est un sous-groupe invariant de G,

[Lie(G!S)!Lie(K!S)]K = Lie(G!S)!Lie(K!S)
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5.3. Representations lineaires •

Soit G un operant lineairement sur un F

p : G ----+ Auto -mod. (F)
,;s

On a defini (4.8, ccr, 2) une representation lineaire correspondante

r I : 1ie(G/S) --.. EndO -eiod. (F)
,;s

Les soue-S-groupes NormG(E) et CentG(E) sont definis pour toute partie E

de F, par exemple pour tout E de F. On posera de mamere

analogue

(E)(S') = {X Eo 11e(G/S)(S') , f' '(X)ES' C. ES1J .
CentLie(G/S) (E)(S') = [X E 1ie(G/S)(S') , f'(X)ES1 = 0 1·

(Notons que cette construction se fait pour toute representation lineaire d 'une

de 1ie" et que les deux soua-objets construits sont des soue-

2s-modules stables par Ie crochet).

Theoreme 5.3.1. Soient G un bon S-groupe operant lineairement sur un bon

2s-module F E un sous-2s-module de F.

(i) Ona 1ie(NormG(E)/S) = (E)

1ie(CentG(E)/S) = CentLie(G/S) (E)

(ii) CentG(E) est bon i si E est bon. sl0rs NormG(E) est bon.
plus G est tres bon. alors CentG(E) et NormG(E) sont tres bons •

1a demonstration est facile et laissee au lecteur.
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5.3.2. CeeL s'appliqu.e en particulier au cas oU on prend pour p la represen­

tation adjointe de G. A tout sous­module E de Lie (G/S) on associe done

deux sous­groupes de G, son centralisateur et son normalisateur,dont les

algebres de Lie sont Ie centralisateur et Ie normalisateur
de E dans Lie(G/S) calcules comme d'habitude a l'aide du crochet:

= {XELie(G/S)(SI) , [X,ES') G ES1} •

CentLie(G/S)(E)(SI) = {XCLie(G/s)(SI) , [X,ES'] = 0 J

5.3.3. Soit alors K un sous­S­groupe de G. Alors Lie(K/S) est un soue­

de Lie (c/s) et on a evidemment

NormG(K) C NormG(Lie (K/S))

C CentG(Lie(K/S))

d'oU

Lie (NormG(K)/S) C (Lie (K/S) )

Lie (CentG(K)/s) C CentLie(G/s) (Lie(K/S))

mais aucune de ces quatre inclusions n'est a priori una identite; nous en

verrons par la suite bien des exemples •

II resulte en particulier de ces inclusions que si K est un

groupe invariant de G, alors Lie (K/S) est un de Lie (c/s) •

6. Remargues diverses •

6.1. On peut definir Le crochet de deux automorphismes infinitesimaux pour

un S­foncteur X qui ne soit pas necesssirement un groupe.II suffit d,'sp­:pl1quer
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les resultats de eet expose au groupe AutS(X). Pour pouvoir aboutir

a un formalieme agreable, on est conduit e. supposer X J2.Q.!1, c 'est-a-dire

a. supposer que Ie TX/S est bon (si X est un S-groupe, eette

definition coimide evidemment avec la definition 4.6) •

6.2. Il existe des foneteurs possedant des endomorphismes infinitesimaux:

qui ne scient pas des automorphismes , done a fortiori ne verifiant pas la

condition (E) • Prenons par exemple pour X(S) Le monoide abelien libre

engendrri par les elements de • Chaque morphisme S....-+I Z delfinit un

element de carre nul de O(S) , soit u, done un endomorphisme de X(5)
::=

par x x + u (somme dans Ie monotde libre) • II est immediat que 1 'on

a construit ainsi un endomorphisme de X1Z, 5i S -+ I Z sa factorise
=-

par La section zero de IZ' alors cet endomorphisme est l'identite. C'est

done un endomorphisme infinitesimal de X qui n 'est evidemment pas un auto-

morphisme •

6.3. II existe des modules qui ne sont pas bons. On peut par exemple mo-

difier legerement Ie contre-exemple precedent, mais on peut aussi en
donner un comme suit: soit S = Spec(k), k corps de

caracteristique p, et soit E un e space vectoriel sur k de dimension

finie. Considerons Le fibre vectoriel W(E) et munissons de la structure

de 2(S)-module obtenue en faisant operer les scalaires par 1 'intermediaire de

La puissance p-ieme. Notons F Le 2(S)-module obtenu • 11 est representable,

done verifie (E) • Son algebre de Lie est evidemment W(E) et Ie morphisme

canonique Lie (F/S) respecte bien La structure de groupe abelien (il
aurait du mal a. faire autrement) mais pas la structure de module. Le

£S-module F n'est done pas bon, bien qu'il soit representable.

6.4. Soit G un foncteur en groupes sur 5. On a par definition les

implications suivantes
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(Gis verifie (E)) (=' (G est bon)<= (G est tres bon)

Il serait interessant de demontrer ou de contra-exempler les implications en

sens inverse •



EX P 0 S E III

EXTENSIONS INFINITESIMALES

par M. DEMAZURE

Dans eet expose, on sa plaoe dans la. situation genel'ale suivante. On

a. ua presoMma 8 et un ideal coMrent nilpotent 1 sur 8. On des.igne par

8n le sous-prescMma. ferme de 8 defini par 1 'ideal In+-1 (n 0) • En par-

tioulier S est Mfini par I. Cl)nmte I est nilpotent, 5 est egal a So - - n
pour n aasaz grand et les 8. ont espa.ce topologique soua-ja.cent •

Un exemple typique de cette situation est Ie suivant: 8 est Le spectre d tun

an:neau artinien local A, 1 est 1 'ideal defini par le radical de A, donc

50 est Ie ·spectre du corps residue1 de A.

Dans 1a situation preoedente, on se donne un oertain nombre de donnees

a.u-dessus de S et on cherche au-dessus de 8 des donnees qui les relevent ,o
(I 'est-&-dire qui les redonnent par oha.ngement de base de S a. S • Oeoi sao
fait de proche en proche, par l'intermedisire des S • A ohaqus pas, on sen
propose de definir 1es obstructions rencontrees et de classifier, lorsqu 'elles

existent, les solutions obtenues •

La passage de 8 a S 1 peut sa generaliser sinai : on a unn n+
prescMma S, deux ideaux 1 et I avec 1:J I, 1. I 0 (dans Ie cas

preoedent 8, 1 et I sont respectivement 8n+-1 ' JflTri-2, In+1/1n+-2) • On

note 8
0

(resp. 5IJ le soua-preschema ferme de 8 defini par l(resp. D et

on se pose un probleme d 'extension de Sl as.
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Dans SGA 1 III ont ete traites les prob'lemes d 'extension de morphismes

de preschemas et d 'extension de prescMmas • Nous nous poserons ici les probfsmes

d 'extension de morphismes de groupes, d 'extension de structures de groupes et

d'extension de sous-groupes •

Nous avons rassemble dans un nO 0 les resultats de SGA 1 III qui nous

serent utiles , pour les mettre sous La forme La plus pratique pour notre propos,

et pour eviter au lecteur d 'avoir a se reporter constamment a SGA 1 III .

Le nO 1 rassemble des calculs de cohomologie des groupes utiles par La suite

et q)li n 'ont rien a voir avec La tMorie des seMmas • Les numeros 2 et 3

traitent respectivement de 1 'extension des morphismes de groupes et de

l'extension des structures de groupes. Dans le nO 4 , nous avons rappele

rapidement la demonstration d 'un resultat enonce dans TDTE IV concernant

1 'extension des soua-prescMmas et applique ce resultat au probl.sme d 'extension

des SOus-groUPes. Pour la suite du Seminaire, seul le resultat du n? 2 ,

concernant 1 'extension des mOrphismes de groupas, sera indispensable •

L'idee de ramener les problemes d 'extensions infinitesimales aux

oalouls habituels de cohomologie dans les extensions de groupes a ete suggeree

par J. GIRAUD lors de l'expose oral (dent Lea caleuls etaient nettement plus

oompliques et moins transparents) • Malheureusement, il semble que cette

methode ne s'applique bien qu'aux deux premiers problemes studies, et nous

n'a.vons pu echapper a des oalculs a.ssez penibles dans Le cas des extensions

de sous-groupes •

Pour simplifier 1e langage, nous appellerons Y-foncteur, resp.
Y-preschema, .•• , un foncteur, resp. preschema••• muni d'un morphisme dans
1e foncteur Y, etendant ainsi les definitions de 1'expose I (qui ne concer-

naient que Ie cas d'un Y representable).
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O. Rappels de SGA 1 III. RemargY;,es diverses •

EnonQons d 'abord una definition generale •

Definition 0.1. Soient Q une categorie , X un objet de Q, G

operant sur X. On dit que X est formellement principal homogsne G si

les conditions equivalentes suivantes sont satisfaites :

(i) pour chague objet S de Q, 1 'ensemble XeS) est vide ou

J2rincipal homogene sous G{S)

(ii) Ie morphisme de foncteurs G x X -.. X x X denni ensembliste-

ment par (g,x) (gx,x) est un isomorphisme •

Ceci fait 1 nous allons mettre les resultats de SGA 1 III sous la forme qui

nous sera la plus utile • Nous emploierons les notations generales suivantes

dans tout ce numero • On a un preschema S et sur S deux Ldeaux quasi-

coherents 1 et I tela que

at 1 . I = o.

On aura donc en particulier t = 0 • an notera So (resp. SJ) Ie sous-

prescMma feme de S defini par L' LdeaI 1 (resp. ;[) • Pour tout

S-foroteur X, on designera systematiquement par Xo et les foncteurs

obtenua par changement de base de S a So et Sl' notations pour

un morphisme •

Soit X un S-foncteur. Definissons un foncteur X+ au-dessus de

S par la formule :

pour un S-pr9soMma variable Y. Dans Ie s notations de Exp. II , 1 , on a
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La morphisme identique de Xl definit par construction un 3-morphisme

:+
Px : X ---+ X

Remarquons maintenant que si X est un S-foncteur en groupes ,

alors Xl est un Sl-foncteur en groupes , et la formule de definition de X+

le munit d 'une structure de S-foncteur en groupes • On a alors

HomS- (Y,X+) = HomS _ • (yJ,XJ )
gr. l gr --

pour tout S-foncteur en groupes Y. Le morphisme PX est done un morphisme

de S-foncteur en groupes •

Revenons maintenant au cas general, mais supposons que X soit un

S-preschema. Un S-morphiane d 'un S-presch6ma variable Y dans X+ etant

par definition un SJ-morphisme gJ de YJ dans XJ ' on definit un
:+ - - - - :+X -foncteur en groupes abeliens LX' en posant pour tout X -preschema Y

HanT (Y,Lx) = HomQy zQy )
o

aU .n'xjs0 designe le Module des differentielles relatives de Xo par

rapport a. So (SGA 1 I 1). et ou on regarde l.Qy oomme un Qy -auodul.a
o

au fait qu'il est annule par 1.

Le x+-foncteur LX est un X+-groupe abelian • :De plus il depend

fomtoriellement de X: soit

f X )Y

un S-morphisme; On en cBduit par fonctorialite un S-morphisme



87

oompat1ble avee f. oleBt-8.-dire tel que le di881'amme suivant soit eommutatif :

Definissons un S-morphiane Lf : LX

tel que 1 'on ait un diagrmmne oommutatif :

+Ly eompatible avec f ,done

on a un mozphisne de .Q.x -Modules (SGA 1 II, 4)
o

*:n.1 Ai
o 0 'd 0

qui pour tout X+-preeeMma Z definit un morphisme de groupes abeliens ,
fonctoriel en Z

qui nous donne 1e morphisme ehercM •

81 X et Xl sont deux S-presohemae, on a un diagramme commutatif






























































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































