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Introduction. 

Ce volume a pour but de faciliter au non-expert l'usage de la cohomologie 

t-adique. J'espère qu'il lui permettra souvent d'éviter le recours aux exposés 

touffus de SGA 4 et SGA 5. Il contient aussi quelques résultats nouveaux. 

Le premier exposé, rédigé par J.F. Boutot, survole SGA 4. Il donne les 

principaux résultats - avec une généralité minimale, souvent insuffisante pour les 

applications - et une idée de leur démonstration. Pour des résultats complets, ou 

des démonstrations détaillées, SGA 4 reste indispensable. 

Le "Rapport sur la formule des traces" contient une démonstration complè­

te de la formule des traces pour l'endomorphisme de Frobenius. La démonstration est 

celle donnée par Grothendieck dans SGA 5, élaguée de tout détail inutile. Ce Rapport 

devrait permettre à l'utilisateur d'oublier SGA 5, qu'on pourra considérer comme 

une série de digression , certaines très intéressantes. Son existence permettra de 

publier prochainement SGA 5 tel quel. Il est complété par l'exposé "Applications 

de la formule des traces aux sommes trigonométriques" qui explique comment la for­

mule des traces permet l'étude de sommes trigonométriques, et donne des exemples. 

Le public visé par les autres exposés est plus limité, et leur style s'en 

ressent. L'exposé "Fonctions L modulo t
n 

et modulo p " estune généralisation 

"modulaire" du Rapport, basée sur l'étude SGA 4 XVII 5.5 des puissances symétriques. 

L'exposé "La classe de cohomologie associée à un cycle" définit cette classe dans 

divers contextes, et donne la compatibilité entre intersections et cup-produits. 

Dans "Dualité" sont rassemblés quelques résultats connus, pour lesquels mélBlquait 

une référence, et quelques compatibilités. L'exposé "Théorèmes de finitude en coho­

mologie t-adique" est nouveau. Il donne notamment, en cohomologie sans supports, 

des théorèmes de finitude analogues à ceux connus en cohomologie à supports compacts. 

Pour plus de détails sur les exposés, je renvoie à leur introduction res-

pective. 
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Un fil d'Ariane pour SGA 4, SGA 41 
2 

et BGA 5. 

Les exposés l à VI de SGA 4 donnent la théorie générale des topologies 

de Grothendieck. Très détaillés, ils peuvent être précieux lors de l'étude de to-

pologies exotiques, telle celle qui donne naissance à la cohomologie cristalline. 

Pour la topologie étale, si proche de l'intuition classique, un garde-fou si im-

posant n'est pas nécessaire : il suffit de conna1tre (par exemple) le livre de 

Godement [4J, et d'avoir un peu de foi. Autres références possibles: les chapitres 

l à III des notes d'Artin (1], l'exposé Bourbaki de Giraud f3J ou [Arcata] I. Les 

exposés VII et VIII commencent l'étude de la topologie étale. Ils sont plus détail-

lés que le chapitre III d'Artin et que [Arcata] II, 

L'étude des courbes est la clef de la cohomologie étale. Elle est com-

mencée par Artin dans l'exposé IX de SGA 4 ; des conséquences, quant à la dimen-

sion cohomologiques, sont données dans X. Les points essentiels sont repris dans 

[Arcata] III. L'exposé XI n'est pas nécessaire pour la suite; il contient une 

élégante démonstration du théorème de comparaison entre cohomologie étale et coho-

motogie classique dans le cas particulier des variétés algébriques complexes lisses. 

Les exposés XII et XIII prouvent le fondamental théorème de changement de 

base pour un morphisme propre. Ainsi que l'a remarqué Artin dans (algebraic appro-

ximation of structures over complete local rings, Publ. Math. IHES 36 (1969) 

p. 23-58-§3), son théorème d'approximation permet de simplifier la démonstration. 

Cette voie est suivie dans [Arca ta] IV où les multiples dévissages de la démons-

tration ne sont qu'esquissés, et où les applications de l'exposé XIV ne sont que 

très brièvement indiquées. Le théorème permet de définir la "cohomologie à supports 

compacts", et les foncteurs "images directes supérieures à supports propres" 
i 

R fI 

(dont les propriétés se ramènent à celles des foncteurs images directes supérieures 

pour un morphisme propre), C'est le sujet du prolixe exposé XVII; l'essentiel est 

dit dans [ArcataJ IV, mais des morceaux de XVII peuvent avoir une utilité indé-

pendante. 
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Les exposés xv et XVI sont centrés sur le fondamental théorème d'acycli­

cité locale pour les morphismes lisses. L'influence de SGA 7 transpara1t dans 

l'exposé parallèle moins détaillé [Arcata] V, qui contient aussi la preuve des ré­

sultats requis de SGA 2. 

L'exposé [ArcataJ VI est consacré à la dualité de Poincaré; il est plus 

clair que SGA 4 XVIII mais ne prétend pas donner une démonstration complète. Pour 

ceux qui tiennent à une démonstration purement algébrique, il est simplifié par 

une référence à [Dualitél §3 ; il ne contient pas la preuve du formalisme auquel 

obéit le morphisme trace (XVIII §2). 

Il existe en cohomologie étale un formalisme de dualité analogue à celui 

de la cohomologie cohérente. Pour l'établir, Grothendieck utilisait la résolution 

des singularités et la conjecture de pureté (pour l'énoncé, voir [Cycle] 2.1.4), 

établie dans un cadre relatif dans SGA 4 XVI, et -modulo la résolution- en égale 

caractéristique dans SGA 4 XIX. Les points-clefs sont établis par une autre méthode, 

dans [Th. finitude], pour les schémas de type fini sur un schéma régulier de di­

mension 0 ou l . Divers développements sont donnés dans SGA 5 I. Dans SGA 5 III, 

on montre comment ce formalisme implique la très générale formule des traces de 

Lefschetz-Verdier. 

On voit que dans la version originale de SGA 5, la formule de Lefschetz­

Verdier n'était établie que conjecturalement. De plus, les termes locaux n'y étaient 

pas calculés. Pour l'application aux fonctions L ,ce séminaire contient une autre 

démonstration, elle complète, dans le cas particulier du morphisme de Frobenius. 

C'est celle qui figure dans [Rapport]. Autres références pour l'énoncé et le 

schéma des dévissages: l'exposé Bourbaki de Grothendieck ; pour une brève 

description de la réduction 0ue à Grothendieck) du cas crucial à un cas déjà traité 

par Weil, [2J §lü pour un traitement t-adique de ce dernier cas, [Cycle] §3 . 

Dans SGA 5, on trouvera encore un traitement détaillé du passage de la 

~!tn-cohomologie à la ~t-cohomologie (exposés V et VI, par J.P. Jouanolou), et 

du formalisme du morphisme de Frobenius (exposé XV, par C. HouzeD. Les exposés X 

2 
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et XII, rédigés par I. Bucur, donnent le calcul de la caractéristique d'Euler­

Poincaré d'un faisceau sur une courbe, et celui de la trace de l'endomorphisme de 

sa cohomologie défini par certaines correspondances. Dans VII, Jouanolou donne le 

calcul de la cohomologie de schémas classiques, et des applications. Par ailleurs, 

l'exposé de Serre "Introduction à la théorie de Brauer" a été repris dans son 

livre [6J (3ème partie). 

Bibliographie. 

[lJ M. Artin, Grothendieck topologies, (Harvard University 1962). 

[2J P. Deligne, les constantes des équations fonctionnelles des fonctions L. 

[3 J 

Dans Modular functions of one variable II, p. 501-597, Lecture Notes in 

Math.349, Springer Verlag. 

J. Giraud, Analysis situs, Séminaire Bourbaki 256, mai 1963 Benjamin. 

[4J R. Godement, Topologie algébrique et théorie des faisceaux, Act. Sei. et Ind. 

1252, Hermann 1958. 

[5l A. Grothendieck, Formule de Lefschetz et rationalité des fonctions L, Sémi­

naire Bourbaki 279, Déc. 1964, Benjamin. 

[61 J.P. Serre, Représentations linéaires des groupes finis, Collection Méthodes, 

Hermann 1967. 
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Séminaire de Géométrie algébrique du Bois-Marie, 

Théorie des topos et cohomologie étale des schémas, (dirigé par 

M. Artin, A. Grothendieck et J.L. Verdier). Lecture Notes 269, 

270 et 305. 

Cohomologie t-adique et fonctions L (dirigé par A. Grothendieck) 

à para1tre aux Lecture Notes. 
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Cohomologie étale: les points de départ. 

par p. Deligne, rédigé par J.F. Boutot. 

Ce travail reprend 6 exposés donnés par p. Deligne à Arcata en août 1974 

(AMS Summer School on algebraic geometry), sous le titre: "Inputs of etale cohomology". 

Un 7~ exposé est devenu le "rapport sur la formule des traces", dans ce même volume. 

Le but des exposés était de donner les démonstrations des théorèmes fondamentaux en 

cohomologie étale, débarassées de la gangue de non-sense qui les entoure dans SGA 4. 

Nous n'avons pas cherché à énoncer les théorèmes sous leur forme la plus générale, 

ni à suivre les dévissages, parfois astucieux, que leur démonstration requiert. Nous 

avons au contraire mis l'accent sur les cas "irréductibles", qui, tous dévissages 

faits, restent à traiter. 

Nous espérons que ce texte, qui ne prétend à aucune originalité, aidera 

le lecteur à consulter avec profit les 3 volumes de SGA 4. 

Convention. Nous ne considérerons que des schémas quasi-compacts (= réunion finie 

d'ouverts affines) et quasi-séparés(= tels que l'intersection de deux ouverts affines 

est quasi-compacte), et les appellerons simplement schémas. 

4 
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Arcata l - l 

1. Topologies de Grothendieck. 

A l'origine, les topologies de Grothendieck sont apparues comme sous­

jacentes à sa théorie de la descente (cf SGA 1 VI, VIII); l'usage des théories de 

cohomologie correspondantes est plus tardif. La même démarche est suivie ici: 

en formalisant les notions classiques de localisation, de propriété locale et de 

recollement (§ l, 2, 3), on dégage le concept général de topologie de Grothendieck 

(§ 6); pour en justifier l'introduction en géométrie algébrique, on démontre un 

théorème de descente fidèlement plate (§ 4), généralisation du classique théorème 90 

de Hilbert (§ 5). 

Le lecteur trouvera une exposition plus complète, mais concise, du 

formalisme dans Giraud [5 J. Les notes de M. Artin: "Grothendieck topologies" C lJ 

(chapitres l à III) restent également utiles. Les 866 pages des exposés l à VI 

de SGA 4 sont précieuses lorsqu'on consiaère des topologies exotiques, telle celle 

qui donne naissance à la cohomologie cristalline; pour utiliser la topologie étale, 

si proche de l'intuition classique, il n'est pas indispensable de les lire. 

1. Cribles. Soient X un espace topologique et f: X ~R une fonction à valeurs 

réelles sur X • La continuité de f est une propriété de nature locale; autrement 

dit, si f est continue sur tout ouvert suffisamment petit de X, f est continue 

sur X tout entier. Pour formaliser la notion de "propriété de nature locale" , 

nous introduirons quelques définitions. 

On dit qu'un ensemble ~ d'ouverts de X est un crible si pour tout 

U E 1! et V CU, on a V E 1! On dit qu'un crible est couvrant si la réunion de 

tous les ouverts appartenant à ce crible est égale à X. 

6 



l - 2 Arcata 

Etant donnée une famille [Ui} d'ouverts de X, le crible engendré par 

[Ui} est par définition l'ensemble des ouverts U de X tels que U soit conte-

nu dans l'un des 

On dit qu'une propriété peU) , définie pour tout ouvert U de X ,est 

locale si, pour tout crible couvrant ~ de tout ouvert U de X, pCU) est vraie 

si et seulement si pCV) est vraie pour tout V E ~ . Par exemple, étant donné 

f : X -+:R , la propriété !If est continue sur U" est locale. 

2. Faisceaux. Précisons la notion de fonction donnée localement sur X. 

(2.1) Point de vue des cribles: Soit ~ un crible d'ouverts de X ,On 

appelle fonction donnée M-localement sur X la donnée pour tout U E M d'une 

fonction fU sur U telle que, si V C U 

(2.2) Point de vue de ~ech: Si le crible M est engendré par une famille 

d'ouverts Ui de X se donner une fonction ~-localement revient à se donner 

une fonction fi sur chaque U
i 

telle que fi\u.n u. = f.\u.n u. 
1. J J l. J 

Autrement dit, si Z =JJLu
i 

,se donner une fonction li-localement re­

vient à se donner une fonction sur Z qui soit constante sur les fibres de la 

projection naturelle Z -+ X 

(2,3) Les fonctions continues forment un faisceau; cela signifie que pour tout 

crible couvrant ~ d'un ouvert V de X et toute fonction donnée M-localement 

[fU} telle que chaque fU soit continue sur U, il existe une unique fonction 

continue f sur V telle que f\U = fu pour tout U E ~ 

3, Champs, Précisons maintenant la notion de fibré vectoriel donné localement 

sur X • 

(3.1) Point de vue des cribles: Soit ~ un crible d'ouverts de X, On 

appelle fibré vectoriel donné li-localement sur X les données de 

7 



Arcata 1-3 

a) un fibré vectoriel EU sur chaque UE}J, 

b) si veu , un isomorphisme Pu,v : E 
V -=---..;,. Eu 1 V , vérifiant 

c) si wcveu , le diagramme 

commute, c'est-à-dire PU,W (pu,v restreint à W) 0 PV,W 

(3.2) Point de vue de ~ech: Si le crible }J est engendré par une famille 

d'ouverts Ui de X se donner un fibré vectoriel }J-localement revient à se 

donner: 

a) un fibré vectoriel Ei sur chaque U
i 

, 

b) si Uij=uinUj=uiXXUj , un isomorphisme P j i 

c) si Uijk = Ui Xx Uj Xx Uk , le diagramme 

commute, c'est-à-dire sur 

Autrement dit, si Z =Jlu
i 

et si TI : Z ~ X est la projection naturelle, 

se donner un fibré vectoriel }J-localement revient à se donner: 

a) un fibré vectoriel E sur Z 

b) si x et y sont deux points de Z tels que TICx) = TICy) ,un 

8 



1-4 Arcata 

isomorphisme p : E --~---> E entre les fibres de E yx x y en x et en y, dépen-

dant continûment de (x, y) et tel que, 

c) si x, y et z sont trois points de Z tels que n(x) = n(y) n(z) , 

on ait 

(3,3) Un fibré vectoriel E sur X définit un fibré vectoriel donné 

~-localement E~: le système des restrictions EU de E aux objets de ~. Le 

fait que la notion de fibré vectoriel est de nature locale peut s'exprimer ainsi: 

pour tout crible couvrant ~ de X, le foncteur E r+ Eu ' des fibrés vectoriels 

sur X dans les fibrés vectoriels donnés ~-localement, est une équivalence de 

catégories. 

(3,4) Si dans 1, on remplace "ouvert de X" par "partie de X " , on obtient 

la notion de crible de sous-espaces de X. Dans ce cadre aussi on dispose de 

théorèmes de recollement, Par exemple: soient X un espace normal et Q un crible 

de sous-espaces de X engendré par un recouvrement fermé localement fini de X, 

alors le foncteur E ..... EQ des fibrés vectoriels sur X dans les fibrés vecto-

riels donnés Q-Iocalement est une équivalence de catégories, 

En géométrie algébrique, il est utile de considérer aussi des "cribles 

d'espaces au-dessus de X " ; c'est ce que nous verrons au paragraphe suivant. 

4, Descente fidèlement plate, 

(4.1) Dans le cadre des schémas, la topologie de Zariski n'est pas assez fine 

pour l'étude des problèmes non linéaires et on est amené à remplacer dans les 

définitions précédentes les immersions ouvertes par des morphismes plus généraux, 

9 



Arcata 1-5 

De ce point de vue, les techniques de descente apparaissent comme des techniques 

de localisation. Ainsi l'énoncé de descente suivant peut s'exprimer en disant que 

les propriétés considérées sont de nature locale pour la topologie fidèlement plate 

[On dit qu'un morphisme de schémas est fidèlement plat s'il est plat est surjectif]. 

Proposition (4.2). Soient A un anneau et B une A-algèbre fidèlement plate. 

Alors: 

(i) Une suite 2: = (M' ... M'" Mil) de A-modules est exacte dès que la suite 

Z(B) qui s'en déduit par extension des scalaires à B est exacte. 

(ii) Un A-module M est de type fini (resp. de présentation finie, plat, 

localement libre de rang fini, inversible (i.e. localement libre de rang un» dès 

gue le B-module M(B) l'est. 

Démonstration: (i) Le fonc teur M ..... M(B) étant exact (platitude de B ), il 

suffit de montrer que, si un A-module N est non nul, N (B) est non nul. Si N 

est non nul, N contient un sous-module monogène non nul AI!!!; alors N(B) 

contient un sous-module monogène (A!!!!;)(B) = BI!!!; B , non nul par surjectivité du 

morphisme structural cp: Spec (B) ... Spec (A) [ si V(!!!;) est non vide, 

-1 
cp (V(!!!;» = V(!!!; B) est non vide). 

(1i) Pour toute famille (xi) d'éléments de M(B) , il existe un sous-module 

de type fini M' de M tel que M'(B) contienne les est de type 

fini et si les engendrent M(B) , on a M' (B) = MCB ) , donc M' = M et M est 

de type fini. 

Si M(B) est de présentation finie, on peut, d'après ce qui précède, 

trouver une surjection An ~ M • Si N est le noyau de cette surjection, le 

B-module N
CB

) est de type fini, donc N l'est, et M est de présentation finie. 

L'assertion pour "plat" résulte aussitôt de (i); "localement libre de rang fini" 

signifie "plat et de présentation finie" et le rang se teste par extension des 

scalaires à des corps. 
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(4. ~ Soient X un schéma et ~ une classe de X-schémas stable par produit 

fibré sur X • Une classe ~ C ~ est un crible sur X (relativement à ~) si, 

pour tout morphisme ep : V .. U de X-schémas, avec U, V E ~ et U E ~, on a 

V E ~ • Le crible engendré par une famille (U
i

} de X-schémas dans ~ est la 

classe des V E ~ tels qu'il existe un morphisme de X-schémas de V dans l'un 

(4.4) Soit ~ un crible sur X. On appelle module quasi-cohérent donné 

~-localement sur X la donnée de 

a) un module quasi-cohérent EU sur chaque U E ~ , 

b) pour tout U E ~ et pour tout morphisme cp : V .. U de X-schémas dans ~, 

* un isomorphisme Pep: EV ~>ep Eu ' ceux-ci étant tels que 

c) si ~ : W .. V est un morphisme de X-schémas dans ~, le diagramme 

commute, c'est-à-dire 

Si E est un module quasi-cohérent sur X , on note E~ le module 

* donné ~-localement valant lPr.JE sur :u .. X et tel que, pour tout morphisme 

~ : V" U l'isomorphisme de restriction p~ soit l'isomorphisme canonique 

Théorème (4,5) - Soit (U i } E ~ une famille finie de X-schémas plats sur X 

telle que X soit la réunion des images des Ui ' et soit Ù le crible engendré 

Alors le foncteur E ~ E~ est une équivalence de la catégorie des 

modules quasi-cohérents sur X avec la catégorie des modules quasi-cohérents donnés 

~-localement. 
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Démonstration: Nous ne traiterons que le cas où X est affine et où y est en-

gendré par un X-schéma affine U ,fidèlement plat sur X • La réduction à ce cas 

est formelle, On pose X = Spec(A) et U = Spec(B) 

Si le morphisme U ~ X admet une section, X appartient au crible H 

et l'assertion est évidente, Nous nous réduirons à ce cas, 

Un module quasi-cohérent donné y-localement définit des modules M', M" 

et Mil' sur U, U XXU et U XXU XxU , et des isomorphismes p: p* M~ C! M' pour 

tout morphisme de projection p entre ces espaces; c'est là un diagramme cartésien 

M' ~ Mil 

au-dessus de 

Réciproquement ~f détermine le module donné y-localement: pour 

VEy il existe ~: V ~ U et on pose MD = ~* M' pour ~l V~U 

on a une identification naturelle ~t M' "" (~l X ~2)* Mil "" ~~ M' , et on voit 

en utilisant Mil' que ces identifications sont compatibles, de sorte que la défi-

nition est légitime, Bref, il revient au même de se donner un module ~-locale-

ment ou un diagramme M* cartésien sur U* 

Traduisons en termes algébriques: se donner M* revient à se donner un 

diagramme cartésien de modules 

au-dessus du diagramme d'anneaux 
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[précisons: on a di(bm) = di(b). di(m) ,les identités usuelles telles que 

0001 = 0000 sont vraies, et "cartésien" signifie que les morphismes 

Arcata 

0i: M' 0 B,0. (B 0 A B) -+ MI! 
~ 

sont des isomorphis-

mes]. 

Le foncteur E ~ E devient le foncteur qui, à un A-module M , associe 
jJ 

Il admet pour adjoint à droite le foncteur 

(M' ~ Mit Mil') ~ Ker(M' :: Mit) 

Il nous faut prouver que les flèches d'adjonction 

et 

Ker(M' ~ Mil) 0
A 

B -+ M' 

sont des isomorphismes. D'après (4.2)(i), il suffit de le prouver après un change-

ment de basé fidèlement plat A -+ A' (B devenant B' = BOA A') • Prenant 

A' = B, ceci nous ramène au cas où U -+ X admet une section. 

S. Un cas particulier: le théorème 90 de Hilbert. 

(S.l) Soient k un corps, k' une extension galoisienne de k et 

G Gal(k'/k). Alors l'homomorphisme 
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k' il\ k' ----> œ k' 
o E G 

x ® Y tt----""> (x,o(y)}o E G 

est bijectif. 

On en déduit qu'il revient au même de se donne,r un module localement 

pour le crible engendré par Spec(k') sur Spec(k) ou de se donner un k'-espace 

vectoriel muni d'une action semi-linéaire de G, c'est-à-dire: 

a) un k'-espace vectoriel V' , 

b) pour tout 0 E G, un endomorphisme ~o de la structure de groupe de V' 

tel que ~oCI,.v) = 0(>') ~o(v) ,pour tout>. E k' et v E V' ,vérifiant la 

condition 

c) pour tout 0, T E G , on a ~TŒ = ~T 0 ~o 

Soit V = V,G le groupe des invariants par cette action de G c'est 

un k-espace vectoriel et, d'après le théorème (4,5), on a: 

Proposition (5,2), - L'inclusion de V dans V' définit un isomorphisme 

V ®k k' ~> V' . 

En particulier, si V' est de dimension l et si v' E V est non nul, 

~o est déterminé par la constante c(o) E k'* telle que ~a(v') 

condition c) s'écrit 

D'après la proposition il existe un vecteur invariant non nul v 

On a donc pour tout 0 E G 

-1 
da) = \l.a (\l ) 

do) v' et la 

\.1 v' , \.1 E k'* , 

Autrement dit tout l-cocycle de G à valeurs dans k'* est un cobord: 

Corollaire (5,3) - On a Hl(G, k'*) 0 
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6. Topologies de Grothendieck. Nous transcrivons maintenant les définitions des 

paragraphes précédents dans un cadre abstrait englobant à la fois le cas des 

espaces topologiques et celui des schémas. 

(6.1) Soient & une catégorie et U un objet de &. On appelle crible 

sur U un sous-ensemble M de Ob(&/U) tel que si ~ v ~ U appartient à ~ 

et si ~ : W ~ V est un morphisme dans &, alors ~ 0 ~ w ~ U appartient à 

Si (~i: U
i 
~ U} est une famille de morphismes, le crible engendré 

par les U
i 

est par définition l'ensemble des morphismes ~ : V ~ U qui se facto-

risent à travers l'un des 

Si M est un crible sur U et si ~: V ~ U est un morphisme, la 

restriction de à V est par définition le crible sur V constitué par les 

morphismes ~ : W ~ V tels que ~ 0 ~ : W ~ U appartienne à ~ 

(6.2) La donnée d'une topologie de Grothendieck sur & consiste en la 

donnée pour tout objet U de & d'un ensemble C(U) de cribles sur U ,dits 

cribles couvrants, de telle sorte que les axiomes suivants soient satisfaits: 

a) Le crible engendré par l'identité de U est couvrant, 

b) Si ~ est un crible couvrant sur U et si V ~ U est un morphisme, le 

crible ~ est couvrant. 

c) Un crible localement couvrant est couvrant. Autrement dit, si M est un 

crible couvrant sur U et si ~ est un crible sur U tel que, pour tout V ~ U 

appartenant à U, le crible u' -V est cOilvrant, alors g' est couvrant, 

On appelle site la donnée d'une catégorie munie d'une topologie de 

Grothendieck. 

(6.3) Etant donné un site & ,on appelle préfaisceau sur & un foncteur 
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contravariant J de ~ dans la catégorie des ensembles. Pour tout objet U de 

~, on appelle section de J au-dessus de U les éléments de J(U) Pour tout 

morphisme V~U et pour tout s E J(U) , on note s\V (s restreint à V ) 

l'image de s dans J(V) 

Si M est un crible .sur U, on appelle section donnée M-localement 

la donnée, pour tout V ~ U appartenant à M , d'une section Sv E ~(V) telle 

que, pour tout morphisme W ~ V , on ait sV\W Sw • On dit que J est un 

faisceau si, pour tout objet U de ~, pour tout crible couvrant M sur U et 

pour toute section donnée M-localement [sv} , il existe une unique section 

s E JeU) telle que s\V = Sv ' pour tout V ~ U appartenant à ~ 

On définit de manière analogue les faisceaux abéliens en remplaçant 

la catégorie des ensembles par celle des groupes abéliens. On montre que la 

catégorie des faisceaux abéliens sur ~ est une catégorie abélienne possédant 

suffisamment d'injectifs. Une suite ~ __ ~f __ ~> q ~> ~ de faisceaux est 

exacte si, pour tout objet U de ~ et pour tout s E qeU) telle que g(s) = 0 , 

il existe localement t tel que f(t) = s ; i.e. s'il existe un crible couvrant 

M sur U et pour tout V E M , une section tv de ~ sur V telle que 

e6.4) Exemples: Nous en avons vu deux plus haut. 

a) Soient X un espace topologique et ~ la catégorie dont les objets sont 

les ouverts de X et les morphismes les inclusions naturelles. La topologie de 

Grothendieck sur ~ correspondant à la topologie usuelle de X est celle pour 

laquelle un crible M sur un ouvert U de X est couvrant si la réunion des 

ouverts appartenant à ce crible est égale à U Il est clair que la catégorie des 

faisceaux sur ~ est équivalente à la catégorie des faisceaux sur X au sens 

usuel. 

b) Soient X un schéma et ~ la catégorie des schémas sur X. On appelle 
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topologie fpqc (fidèlement plate quasi-compacte) sur ~ la topologie de Grothen-

dieck pour laquelle un crible sur un X-schéma U est couvrant s'il est engendré 

par une famille finie de morphismes plats dont les images recouvrent U 

(6,5) Cohomologie: On supposera toujours que la catégorie ~ a un objet 

final X , Alors on appelle sections globales d'un faisceau abélien J, et on note 

r J ou RO(X,~) , le groupe ~(X) Le foncteur J ~ r J est un foncteur exact 

à gauche de la catégorie des faisceaux abéliens sur ~ dans la catégorie des 

groupes abéliens on note Ri(X,.) ses dérivés (ou satellites). Ces groupes de 

cohomologie représentent les obstructions à passer du local au global. Par défini-

tion, si 0 ~ J ~ 4 ~ ~ ~ 0 est une suite exacte de faisceaux abéliens,on a une 

suite exacte longue de cohomologie: 

n( n n n+l 
~ R X,~) ~ R (X, 4) ~ R (X, ~) ~ R (X, J) ~ ••. 

(6.5) Etant donné un faisceau abélien ~ sur ~ , on appelle ~-~ 

un faisceau 4 muni d'une action ~. X 4 ~ 4 de ~ telle que localement (après 

restriction à tous les objets d'un crible couvrant l'objet final X 4 muni de 

l'action de ~ soit isomorphe à ~ muni de l'action canonique ~ X ~ ~ ~ par 

translations. 

On peut montrer que RICX,~) s'interprète comme l'ensemble des 

classes à isomorphisme près de ~-torseurs. 
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II. Topologie étale. 

On spécialise les définitions du chapitre précédent au cas de la topolo-

gie étale d'un schéma X (§ 1, 2, 3). La cohomologie correspondante coïncide dans 

le cas où X est le spectre d'un corps K avec la cohomologie galoisienne de K 

(§ 4). 

1. Topologie étale. Nous commencerons par quelques rappels sur la notion de 

morphisme étale. 

Définition (1,1) - Soit A un anneau (commutatif), On dit qu'une A-algèbre B 

est étale ~ B ~ A-algèbre de présentation finie et si les conditions 

équivalentes suivantes sont vérifiées: 

a) Pour toute A-algèbre e et pour tout idéal de carré nul J de e, 

l'application canonique 

Hom A 1 (B,e) ~ HomA 1 (B,e/J) -a g -a g 

est une bijection, 

b) B est un A-module plat et 0B/A 

rentielles relatives). 

o (on note 0B/A le module des diffé-

c) ~ B = p,( Xl"" ,Xn] /1 une présentation de B 

Alors pour tout idéal premier E de p,(X
l

, .•. ,X
n
) contenant l , il existe des 

polynômes Pl""'Pn E l tels que soit engendré par les images de Pl"" ,Pn 

det(op./oX.> tt. E 
~ J 

[cf, SGA l, exposé l oU M. RAYNAUD, Anneaux Locaux Henséliens, chapitre V ). 

On dit qu'un morphisme de schémas f: X ~ S est~ si pour tout 

x E X il existe un voisinage ouvert affine U Spec(A) de f(x) et un voisinage 

ouvert affine V = Spec(B) de x dans X Xs U tel que B 'soit une A-algèbre 

étale, 
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(1.2) Exemples: a) Si A est un corps, une A-algèbre B est étale si et 

seulement si c'est un produit fini d'extensions séparables de A 

b) Si X et S sont des schémas de type fini sur œ, un morphisme 

f : X ~ S est étale si et seulement si son analytisé fan 

isomorphisme local. 

Sorite (1.3) - a) (changement de base) Si f: X ~ S est un morphisme étale, 

il en est de même de f S': X XSS' ~ S' pour tout morphisme S' ~ S . 

b) (composition) Le composé de deux morphismes étales est un morphisme 

étale. 

c) Si f: X ~ S et g y ~ S sont deux morphismes étales, tout S-morphisme 

de X dans Y est étale. 

d) (descente) Soit f: X ~ S un morphisme. S'il existe un morphisme fidèle-

ment plat S' ~ S , tel que f S' : X Xs S' ~ S' soit étale, alors f est étale. 

(1.4) Soit X un schéma. Soit ~ la catégorie des X-schémas étales; d'après 

(1.3.c) tout morphisme de ~ est un morphisme étale. On appelle topologie étale 

sur ~ la topologie pour laquelle un crible sur U est couvrant s'il est engendré 

par une famille finie de morphismes ~i : U
i 
~ U tels que la réunion des images 

des recouvre U • On appelle site étale de X , et on note , le site 

défini par ~ muni de la topologie étale. 

2, Exemples de faisceaux, 

(2,1) Faisceau constant: Soit C un groupe abélien et supposons pour 

simplifier X noethérien. On notera ~X 
TI (U) 

le faisceau défini par U ~ Co, où 

(ou même C s'il n'y a pas d'ambiguïté) 

TI (U) est l'ensemble (fini) des compo­
o 

santes connexes de U • Le cas le plus important sera C =~/n • On a donc par 

définition TI (X) 
~!n 

o 
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De plus RI(X, ~/n) est l'ensemble des classes d'isomorphisme de ~/n-torseurs 

(1,6.5), autrement dit de revêtements étales galoisiens de X de groupe ~/n En 

particulier, si X est connexe et si TII(X) est son groupe fondamental pour un 

point base choisi, on a 

l H (X, ~/n) = Hom(TI I (X), ~/n) 

(2,2) Groupe multiplicatif: On notera œm,x (ou œm s'il n'y a pas d'ambi-

gutté) le faisceau défini par * U ~ T(U, 2u) ; il s'agit bien d'un faisceau grâce au 

théorème de descente fidèlement plate (1.4.5). On a par définition 

en particulier si X est réduit, connexe et propre sur un corps algébriquement 

clos k , on a: 

Proposition (2.3) - On a un isomorphisme: 

Pic (X) 

où Pic (X) est le groupe des classes de faisceaux inversibles sur X 

Démonstration: Soit * le foncteur qui, à un faisceau inversible ~ sur X 

associe le préfaisceau ~* suivant sur Xet : pour ~: U ~ X étale, 

D'après (4,2) (i) et (4,5) (pleine fidélité), ce préfaisceau est un faisceau; c'est 

même un œ rn-torseur. On vérifie aussitôt que 

a) le foncteur * est compatible à la localisation (étale); 

b) il induit une équivalence de la catégorie des faisceaux inversibles 

triviaux (i,e. isomorphes à 2x) avec la catégorie des 

! est trivial si et seulement si ~* l'est. 

De plus, d'après (4,2) (ii) et (4.5), 
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c) la notion de faisceau inversible est locale pour la topologie étale. 

Il résulte formellement de a), b), c) que lf est une équivalence entre 

la catégorie des faisceaux inversibles sur X et celle des œ -torseurs sur 
m 

elle induit l'isomorphisme cherché. On construit comme suit l'équivalence inverse: 

si T est un œ rn-torseur, il existe un recouvrement étale fini tuil de X tel 

que les torseurs T/U i soient triviaux; T est alors trivial sur chaque V 

étale sur X appartenant au crible ~ C Xet engendré par tui} • Sur chaque 

V E ~, T\V correspond à un faisceau inversible ~V (par b» et les ~V 

constituent un faisceau inversible donné ~-localement ~ (par a». Par c), 

ce dernier provient d'un faisceau inversible ~(T) sur X, et T~ ~(T) est 

l'inverse cherché de * 

(2.4) Racines de l'unité: Pour tout entier n > 0 , on appelle faisceau des 

racines n-ièmes de l'unité, et on note ~n ' le noyau de l'élévation à la puissance 

m 
Si X est un schéma sur un corps séparablement clos k et si n-ième dans œ 

n est inversible dans k, le choix d'une racine primitive n-ième de l'unité ~E k 

définit un isomorphisme i'" Si de ?lIn avec CJ.n 

La relation entre cohomologie à coefficients dans ~n et cohomologie 

à coefficients dans œ 
m 

est donnée par la suite exacte de cohomologie déduite 

de la 

(2.5) Théorie de Kummer. - Si n est inversible sur X, l'élévation à la 

puissance n-ième dans 
m 

est un épimorphisme de faisceaux. On a donc une suite 

o .... I\J.
n 

... œ .... 
m 

œ ... 
m 

o • 

* Démonstration: Soient U .... X un morphisme étale et a E G m(U) = r(u,2u) 

Puisque n est inversible sur U ,l'équation T
n 

- a o est séparable; autre-

ment dit u' = Spec 2u[t]/(Tn - a) est étale au-dessus de U Par ailleurs 

U' ... U est surjectif et a admet une racine n-ième sur U' , d'où le résultat. 
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3. Fibres, images directes. 

(3.1) On appelle point géométrique de X un morphisme x ~ X , où x est 

le spectre d'un corps séparablement clos k(x) , On le notera abusivement x 

sous-entendant le morphisme x ~ X , Si x est l'image de x dans X, on dit 

que x est centré en x Si le corps k(x) est une extension algébrique du 

corps résiduel k(x) , on dit que x est un point géométrique algébrique de X , 

On appelle voisinage étale de x un diagramme commutatif 

~~ où U ~ X est un morphisme étale, 
x ---> X 

Le localisé strict de X en x est l'anneau 0x - = lim r(u, ~) , ,x __ > 

la limite inductive étant prise sur les voisinages étales de x . C'est un anneau 

local strictement hensélien dont le corps résiduel est la clôture séparable du 

corps résiduel k(x) de X en x dans k(x) . Il joue le rôle d'anneau local 

pour la topologie étale, 

(3,2) Etant donné un faisceau F sur X
et

, on appelle fibre de F en 

x l'ensemble (resp, le groupe",,) F- = Hm 
x --> 

toujours prise sur les voisinages étales de x 

F(U) , la limite inductive étant 

Pour qu'un homomorphisme de faisceaux F ~ G soit un mono-/épi-/iso-

morphisme il faut et il suffit qu'il en soit ainsi des homomorphismes ~ G­
x 

induit sur les fibres en tout point géométrique de X . Si X est de type fini 

sur un corps algébriquement clos, il suffit qu'il en soit ainsi en les points 

rationnels de X 

(3,3) Si f: X ~ Y est un morphisme de schémas et F un faisceau sur 

, l'image directe de F par f est le faisceau sur Y
et 

défini par 

f*F(V) = F(X Xy V) pour tout V étale sur Y 
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Le foncteur f*: (Faisc, Ab,/Xet ) ~ (Faisc. Ab,/yet ) est exact à 

gauche, Ses foncteurs dérivés à droite Rqf* s'appellent images directes supé-

rieures, Si Y est un point géométrique de y ,on a 

limite inductive prise sur les voisinages étales V de y 

Soient le localisé strict de y en y 

f'J 

rv 
y = Spec(O -Ji 

y,y 
et 

,..., 
X X Xy y ,On peut étendre F à (c'est un cas particulier de la notion 

"'"' générale d'image réciproque) de la manière suivante: soit U un schéma étale sur 

'" X ,alors il existe un voisinage étale V de 

X Xy V tel que U = U ~ y ; on posera 

F Cu) lim F (U ~ V') 
--;;> 

y et un schéma étale U sur 

la limite inductive étant prise sur les voisinages étales V' de y qui dominent 

V , Avec cette définition, on a 

Le foncteur 

réciproque" , Si x 

* on a (f F)i 

fi\- a un adjoint à gauche 

est un point géométrique de 

Cette formule montre que 

f* 

X 

" f 

, le foncteur "image 

et Hi) son image dans Y 

est un foncteur exact, Le 

foncteur f" transforme donc faisceau injectif en faisceau injectif, et la suite 

spectrale du foncteur composé r 0 f" (resp. g,f f,~) fournit la 

Suite spectrale de Leray (3,4). - Soient F un faisceau abélien sur X
et 

et 

f:X ~ Y un morphisme de schémas (resp, des morphismes de schémas X ~ Y ~ Z). 

On a une suite spectrale 

HP(y, Rqf*F) ~ HP+q(X, F) 

RP~Rqf*F => RP+q(gf),~ F) 
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Corollaire e3.5). 

Cela s'applique en particulier dans le cas suivant: 

Proposition (3.6). Soit f: X ~ Y un morphisme fini evoire, par passage à la 

limite, un morphisme entier) et F un faisceau abélien sur X. Alors Rqfi,F '" 0 , 

pour tout q > 0 • 

En effet soient y un point géométrique de Y, y le spectre du 

localisé strict de Y en y et X = X Xy Y d'après ce qui précède, il suffit 

de montrer que Hqex, F) = 0 pour tout 
,.., 

q > 0 . Or X est le spectre d'un produit 

d'anneaux locaux strictement henséliens [cf. Anneaux locaux henséliens, chapitre 1), 

le foncteur rex " ) est exact car tout X-schéma étale et surjectif admet une 

section, d'où l'assertion. 

4. Cohomologie galoisienne. 

Pour X Spec(K) le spectre d'un corps, nous allons voir que la 

cohomologie étale s'identifie à la cohomologie galoisienne. 

(4,1) Commençons par une analogie topologique. Si K est le corps des 

fonctions d'une variété algébrique affine intègre Y = Spec(A) sur œ , on a 

K = lim A[ 1/ f] 
{"fJ,.> 

Autrement dit X = lim U , U parcourant l'ensemble des ouverts de Y • On sait 
<--

qu'il existe des ouverts de Zariski arbitrairement petits qui pour la topologie 

classique sont des Ken, 1) , On ne sera donc pas surpris si l'on considère 

Spec(K) lui-même comme un K(n, 1) , n étant le groupe fondamental (au sens al­

gébrique) de X ,autrement dit le groupe de Galois de K/K, où K est une 

clôture séparable de K 
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(4.2) Plus précisément soient K un corps, K une clôture séparable de K 

et G = Gal(K/K) le groupe de Galois topologique. A toute K-algèbre finie étale A 

(produit fini d'extensions séparables de K) , associons l'ensemble fini Ho~(A, K) 

Le groupe de Galois G opère sur cet ensemble à travers un quotient discret (donc 

fini). Si A = K[T]/(F) , il s'identifie à l'ensemble des racines dans K du poly-

nome F • La théorie de Galois, sous la forme que lui a donnée Grothendieck, dit 

que: 

Proposition (4.3). - Le foncteur: 

(K-algèbres finies étales) ~ (ensembles finis sur lesquels G opère continûment) 

qui à une algèbre étale A associe Ho~(A, K) est une anti-équivalence de 

catégories. 

On en déduit une description analogue des faisceaux pour la topologie 

étale sur Spec(K) : 

Proposition (4.4). - Le foncteur: 

(Faisceaux étales sur Spec(K) ~ (ensembles sur lesquels G opère continûment) 

qui à un faisceau F associe sa fibre au point géométrique Spec(K) est 

une équivalence de catégories. 

On dit que G opère continûment sur un ensemble E si le fixateur de 

tout élément de E est un sous-groupe ouvert de G • Le foncteur en sens inverse 

est décrit de la manière évidente: soient A une K-algèbre fin~ étale, 

U = Spec(A) et U(K) = Ho~(A, K) le G-ensemble correspondant à A; alors on a 

F(U) = HomG_ens(U(K),FK) • 

En particulier, si x = Spec(K) , on a • Si l'on se 

restreint aux faisceaux abéliens, on obtient en passant aux foncteurs dérivés 

des isomorphismes canoniques 
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Exemples (4. 5). - a) Au faisceau constant ?lIn correspond ?lIn avec action 

triviale de G 

b) Au faisceau des racines n-ièmes de l'unité l~n correspond le groupe 

~n(K) des racines n-ièmes de l'unité dans K, avec l'action naturelle de G 

c) Au faisceau ~m correspond le groupe avec l'action naturelle de G 
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III. Cohomologie des courbes. 

Dans le cas des espaces topologiques, des dévissages utilisant la for­

mule de KUnneth et des décompositions simpliciales permettent de se ramener pour 

calculer la cohomologie à l'intervalle 1 [0, lJ pour lequel on a 

HO(I,~) ~ et Hq<r,~) = 0 pour q > 0 

Dans notre cas, les dévissages aboutiront à des objets plus compliqués, 

à savoir les courbes sur un corps algébriquement clos; nous allons calculer leur 

cohomologie dans ce chapitre. La situation est plus complexe que dans le cas 

topologique car les groupes de cohomologie sont nuls pour q > 2 seulement. 

L'ingrédient essentiel des calculs est la nullité du groupe de Brauer du corps des 

fonctions d'une telle courbe (théorème de Tsen) § 2). 

1. Le groupe de Brauer. 

Rappelons-en tout d'abord la définition classique: 

Définition O.l). - Soit K un corps et A ~ K-algèbre de dimension finie. 

On dit qUe A est une algèbre simple centrale~ K si les conditions équiva­

lentes suivantes sont vérifiées: 

a) A n'a pas d'idéal bilatère non trivial et son centre est K 

b) Il existe une extension galoisienne finie K'/K telle que ~, A ®K K' 

soit isomorphe à une algèbre de matrices carrées sur K' 

c) A est K-isomorphe à une algèbre de matrJces carrées sur un corps gauche 

de centre K 

Deux telles algèbres sont dites équivalentes si les corps gauches qui 

leur sont associés par c) sont K-isomorphes.Si ces algèbres ont même dimension, 

cela revient à dire qu'elles sont K-isomorphes. Le produit tensoriel définit par 

passage au quotient une structure de groupe abélien sur l'ensemble des classes 
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d'équivalence. C'est ce groupe que l'on appelle classiquement le groupe de Brauer 

de K et que l'on note Br(K) 

(1.2) On notera Br(n, K) l'ensemble des classes de K-isomorphisme de 

K-algèbres A telles qu'il existe une extension galoisienne finie K' de K 

pour laquelle ~ est isomorphe à l'algèbre M (K') 
n 

des matrices carrées n X n 

sur K' . Par définition Br(K) est réunion des sous-ensembles Br(n,K) pour 

nE1'l Soient K une clôture algébrique de K et G = Gal(K/K) • L'ensemble 

Br(n,K) est l'ensemble des "formes" de Mn (K) , il est donc canoniquement iso-

morphe à 

On sait que tout automorphisme de M (K) 
n 

est intérieur. Par consé-

quent le groupe Aut(Mn(K» s'identifie au groupe linéaire projectif PGL(n, K) 

et on a une bijection canonique: 

e Br(n,K) r::+ HI(G, PGLCn,K» . 
n 

D'autre part la suite exacte: 

C*) ~ K* ~ GL(n,K) ~ PGLCn,K) ~ 

permet de définir un opérateur cobord: 

En composant en et Ôn ,on obtient une application: 

Ô 
n 

Bren, K) 

On vérifie facilement que les applications Ôn sont compatibles entre elles et 

définissent un homomorphisme de groupes: 

Br(K) 
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Proposition (1.3) . - L'homomorphisme 6 

Cela résulte des deux lemmes suivants: 

Lemme (1.4). - L'application ~n 

D'après [14J, cor. à la prop. 1-44, il suffit de vérifier que chaque fois 

qu'on tord la suite exacte (*) par un élément de HICG,PGL(n,K» , le Hl du groupe 

médian est trivial. Ce groupe médian est le groupe des K-points du groupe multipli­

catif d'une algèbre centrale simple A de rang n2 sur K • Pour prouver que 
l H CG, A*R) = 0 , on interprète A* comme le groupe des automorphism~du A-module 

libre L de rang l, et Hl comme l'ensemble des "formes" de L - des A-modules 

de rang n
2 

sur K, automatiquement libres. 

Lemme (1.5). Soient a E H
2

(G, R*) 

dans K, n=[K'~K) , et G'=Gal(K/K'). 

K' une extension finie de K contenue 

a H2 CG',K*) est 

nulle, alors, a appartient à l'image de 

Remarquons tout d'abord qu'on a: 

[D'un point de vue géométrique si l'on note x = Spec(K) , x' = Spec(K') et 

11 : x' .... x le morphisme canonique, on a o pour q > 0 et par 

suite pour q 2: OJ • 

Par ailleurs le choix d'une base de K' en tant qu'espace vectoriel 

sur K permet de définir un homomorphisme 

qui, à un élément x, fait correspondre l'endomorphisme de multiplication par x 

de K ®K K' . On a alors un diagramme commutatif à lignes exactes: 
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-* ci< ®K K') 
lf - * -* .. K .. .. (K OK I) IK .. 

Il l 
-* GL(n, K) PGL(n,K) 1 .. K .. .. .. 

Le lemme résulte du diagramme commutatif que l'on en déduit en passant à la cohomo-

logie: 

1 - * -* R2 (G, K*) R
2

(G, - * 
R (G,(K ®K K') /K ) .. .. (K ®K K') ) 

l t::.n 
Rl(G, R2(G, -* PGL(n, K) ) ---:> K ) 

La connaissance du groupe de Brauer, en particulier sa nullité, est 

extrêmement importante en cohomologie galoisienne comme le montre la proposition 

suivante: 

Proposition (1.6). - Soient K un corps, K une clôture algébrique de K et 

G = Gal(K/K) • Supposons gue, pour toute extension finie K' de K, on ait 

Br(K') = 0 • Alors on a: 

(ii) Rq(G, F) = 0 pour tout G-module de torsion F et pour tout q ~ 2 • 

[Pour la démonstration, cf. J.p. SERRE, Corps locaux ou Cohomologie 

galoisienne]. 

2. Le théorème de Tsen. 

Définition (2.1). - On dit qu'un corps K est Cl si tout polynôme homogène 

non constant f(x l , •.. ,xn ) de degré d < n a un zéro non trivial. 
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Proposition (2.2). - Si un corps K est Cl on a Br(K) o 

Il s'agit de montrer que tout corps gauche D de centre K et fini 

sur K est égal à K 

la norme réduite. 

. Soient 
2 

r le degré de D sur K et Nrd : D ... K 

[Localement pour la topologie étale sur K, D est isomorphe - non canoniquement -

à une algèbre de matrices M 
r 

et la norme réduite coïncide avec l'application 

déterminant. Celle-ci est bien définie, indépendamment de l'isomorphisme choisi 

entre D et M 
r 

car tout automorphisme de M 
r 

est intérieur et deux matrices 

semblables ont même déterminant. Cette application définie localement pour la 

topologie étale se descend, à cause de son unicité locale, en une application 

Nrd : D ... K] . 

Le seul zéro de Nrd est l'élément nul de D, car, si x f 0 on a 

Nrd(x). Nrd(x- l ) = 1 . D'autre part, si [el, ... ,e 2} est une base de D sur K 
r 

et si x = Z xie i ' la fonction Nrd(x) s'écrit comme un polynÔme homogène 

Nrd(xl ,· .• ,x 2) 
r 

Puisque K est 

de degré r [c'est clair localement pour la topologie étale] 

Cl ' on a r
2 ~ r , c'est-à-dire r = 1 et D = K 

Théorème (2.3) (Tsen). - Soient k un corps algébriquement clos et K une 

extension de degré de transcendance de k Alors K est Cl 

Supposons tout d'abord que K = k(X) . Soit 

un polynÔme homogène de degré d < n à coefficients dans k(X) . Quitte à multi-

plier les coefficients par un dénominateur commun on peut supposer qu'ils sont 

dans k[X] • Soit alors & = sup deg(ai i) On cherche un zéro non trivial 
1'" n 

dans k[X] par la méthode des coefficients indéterminés en écrivant chaque 

Ti (i = l, ••• ,n) comme un polynÔme de degré N en X. Alors l'équation 
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f(!) 0 devient un système d'équations homogènes en les n X (N + 1) coefficients 

des polynômes Ti(X} exprimant la nullité des coefficients du polynôme en X 

obtenu en remplaçant Ti par Ti(X) . Ce polynôme est de degré + Nd au plus, il 

y a donc Ô + Nd + l équations en n X (N + 1) variables. Comme k est algébri-

quement clos ce système a une solution non triviale si n(N+l) > Nd + Ô + 1 , ce 

qui sera le cas pour N assez grand si d < n . 

Il est clair que, pour démontrer le théorème dans le cas général, il 

suffit de le démontrer lorsque K est une extension finie d'une extension trans-

cendante pure k(X) de k . Soit f(I) = f(T1, ••• ,Tn ) un polynÔme homogène de 

degré d < n à coefficients dans K . Soient s = [K : k(X)] et une 

base de K sur k(X) Introduisons de nouvelles variables U
ij 

, en nombre sn, 

telles que Ti = L U
ij 

e
j 

• Pour que le polynÔme f(I) ait un zéro non trivial 

dans K ,il suffit que le polynÔme g(X
ij

) = NK/k(f(I» ait un zéro non trivial 

dans k(X) Or g est un polynÔme homogène de degré sd en sn variables, d'où 

le résultat. 

Corollaire (2.4). - Soient k un corps algébriquement clos et K une extension 

de degré de transcendance de k . Alors les groupes de cohomologie étale 

Hq(Spec(K), œ) sont nuls pour tout q > 0 . 
m 

3. Cohomologie des courbes lisses. 

Dorénavant, et sauf mention expresse du contraire, les groupes de coho-

mologie considérés sont les groupes de cohomologie étale. 

Proposition (3.l). - Soient k un corps algébriguement clos et X une courbe pro-

jective non singulière connexe sur k Alors on a: 
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HO(X, a; ) * k 
m 

Hlex, a; ) PieCX) m 

nqex, a; ) 0 pour q "' 2 . m 

Soient ~ le point générique de X , j : ~ ~ X le morphisme canonique 

et a; le groupe multiplicatif du corps des fractions K(X) de X Pour 
m,~ 

tout point fermé x de X, soient i x l ' immer s ion canonique et ?lx le 

faisceau constant de valeur ?l sur x Ainsi est le faisceau des 

fonctions méromorphes non nulles sur X et œ le faisceau des divi-
x E X 

seurs, on a donc une suite exacte de faisceaux: 

o a; 
m 

œ 
x E X 

o pour tout q > 0 

Il suffit de montrer que la fibre de ce faisceau en tout point fermé x 

de X est nulle. Si 0 
X,x 

fractions de } on a 

est l'hensélisé de 

Spec(K) 

X en x et K le corps des 

Or K est une extension algébrique de k(X) ,donc une extension de degré de 

transcendance de k: le lemme résulte de (2.4). 

o pour tout q > 0 

En effet de (3.2) et de la suite spectrale de Leray pour , on déduit: 
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pour tout q ~ 0 et le deuxième membre est nul pour q > 0 d'après (2,4), 

Lemme (3,4), - On a o pour tout q > 0 

En effet pour tout point fermé x de x , on a o pour 

q > 0 ,car ix est un morphisme fini (11.3.6), et 

Le deuxième membre est nul pour tout q > 0 , car x est le spectre d'un corps 

algébriquement clos [On voit que le lemme est vrai plus généralement pour tout 

faisceau "gratte-ciel" sur X J. 

On déduit des lemmes précédents et de la suite exacte (*) les égalités: 

o pour q ~ 2 

et une suite exacte de cohomologie en bas degré: 

qui n'est autre que la suite exacte: 

,f 
~ k* ~ k(X) ~ Div(X) ~ Pic (X) ~ l 

De la proposition (3.1) on déduit que les groupes de cohomologie de 

X à valeur dans 7l/ n, n premier à la caractéristique de k ,ont une valeur 

raisonnable: 
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S:o.Eollaire (3.51-~ X est de genre g ,et si n est inversible dans k, les 

H
q 

(X, '!lIn) sont nuls pour q > 2 , et libres sur '!lIn de rang l, 2g, l pour 

q = 0,1,2 • Remplaçant '!lIn par le groupe isomorphe ~n ' on a des isomorphismes 

canoniques o 
H (X, !lJ.n ) = lfJ.n 

Hl (X, !fJ.n ) = Pico (X) n 

2 
H (X, l\ln) = '!lIn 

Comme le corps k est algébriquement clos, '!lIn est isomorphe (non 

canoniquement) à l~n ,De la suite exacte de Kummer: 

o -+ \\ln ° 
et de la proposition (3.1) , on déduit les égalités: 

o pour q > 2 

et, en bas degré, des suites exactes: 

o -+ o * n * H (X, !\ln) -+ k --> k -+ o 

o -+ Hl (X, l\ln) -+ Pic(X) _n_> Pic (X) 

De plus on a une suite exacte: 

o -+ Pico(X) Pic (X) ~> '!l ° 
et Pico eX) s'identifie au groupe des points rationnels sur k d'une variété 

abélienne de dimension g, la jacobienne de X Dans un tel groupe, la multi-

plication par n est surjective et son noyau est un '!lln'!l-module libre de rang 2g 

(car n est inversible dans k ); d'où le corollaire, 

Un dévissage astucieux, utilisant la "méthode de la trace", permet 
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d'obtenir en corollaire la 

Proposition (3.6) (SGA4 IX 5.7), - Soient k un corps algébriquement clos, X 

une courbe algébrique sur k et F un faisceau de torsion sur X Alors: 

(i) On a Hq(X, F) = 0 pour q > 2 • 

(ii) Si X est affine, on a même Hq(X, F) o pour q > 1 

Pour la démonstration, ainsi que pour l'exposé de la "méthode de la 

trace" , nous renvoyons à SGA4 IX 5. 

4. Dévissages. 

Pour calculer la cohomologie des variétés de dimension > 1 on emploie 

des fibrations par des courbes,ce qui permet de se ramener à étudier les morphismes 

dont les fibres sont de dimension S 1 . Ce principe possède plusieurs variantes, 

indiquons-en quelques-unes. 

(4.1) Soient A une k-algèbre de type fini et al"" ,an des générateurs 

de A • Si l'on pose X 
o 

Spec (k) , 

les inclusions canoniques k(a1, ••• ,aiJ ~ k(al, ••• ,ai , a i +13 définissent des 

morphismes Xn ~ Xn_l ~ .•• ~ Xl ~ Xo dont les fibres sont de dimension S 1 . 

(4.2) Dans le cas d'un morphisme lisse, on peut être plus précis. On 

appelle fibration élémentaire un morphisme de schémas f: X ~ S qui peut 

être plongé dans un diagramme commutatif 
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satisfaisant aux conditions suivantes: 

(i) est une immersion ouverte dense dans chaque fibre et 

x y 

(ii) f est lisse et projectif, à fibres géométriques irréductibles 

et de dimension 

(iii) g est un revêtement étale et aucune fibre de g n'est vide. 

On appelle bon voisinage relatif à S un S-schéma X tel qu'il 

existe des S-schémas X = Xn , •.. ,Xo = S et des fibrations élémentaires 

l, •.. ,n . On peut montrer [SGA 4, XI, 3.3J que si X est 

un schéma lisse sur un corps algébriquement clos k tout point rationnel de 

X possède un voisinage ouvert qui est un bon voisinage (relatif à Spec(k». 

(4.3) On peut dévisser un morphisme propre f: X ~ S de la façon 

suivante. D'après le lemme de Chow, il existe un diagramme commutatif 

X <;---,TTl....-_ 

où TT et f sont des morphismes projectifs, TT étant de plus un isomorphisme 

au-dessus d'un ouvert dense de X Localement sur S, X est un sous-schéma 

fermé d'un espace projectif type F~ 

On d€visse ce dernier en considérant la projection 

qui envoie le point de coordonnées homogènes (xo'xl"",xn ) 

C'est une application rationnelle définie en dehors du fermé 

n 
<p :FS 

d'équations homogènes . Soit l'éclatement à centre 

y ; les fibres de u sont de dimension ~ 1 • De plus il existe un morphisme 

naturel qui prolonge l'application rationnelle <p et v fait 
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de P un F~-schéma localement isomorphe à l'espace projectif type F n- l que 

l'on peut à son tour projeter sur un F l ,etc. 

(4.4) On peut balayer une variété projettive et lisse X par un pinceau de 

Lefschetz. L'éclate 
N 
X de l'intersection de l'axe du pinceau avec X se projette 

sur et les fibres de cette projection sont les sections hyperplanes de X 

par les hyperplans du pinceau. 
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IV. Théorème de changement de base pour un morphisme propre. 

1. Introduction. 

Ce chapitre est consacré à la démonstration et aux applications du 

Théorème (1.1). - Soient f: X ~ S un morphisme propre de schémas et F ~ 

faisceau abélien de torsion sur X • Alors, quel que soit q ~ 0 , la fibre de 

Rqf*F en un point géométrique s de S est isomorphe à la cohomologie 

Hq(Xs,F) de la fibre Xs = X ®S Spec k(s) de f en s 

Pour f: X ~ S une application continue propre et séparée (séparée 

signifie que la diagonale de X Xs X est fermée) entre espaces topologiques, et 

F un faisceau abélien sur X, le résultat analogue est bien connu, et élémentaire: 

comme f est fermée, les f-l(V) pour V voisinage de s forment un système 

* * fondamental de voisinages de Xs ' et on vérifie que H (Xs ' F) = lim H (U, F) , 

li> 

pour U parcourant les voisinage.s de X 
s 

. En pratique, X 
s 

a même un système 

fondamental U de voisinages U dont il est rétracte par déformation et, pour F 

* * constant, on a donc H (Xs,F) = H (U, F) • En termes imagés: la fibre spéciale 

avale la fibre générale. 

Dans le cas des schémas la démonstration est plus délicate et il est in-

dispensable de supposer que F est de torsion (SGA4 XII 2). Compte tenu de la 

description des fibres de Rqf*F (11.3.3), le théorème (1.1) est essentiellement 

équivalent au 

Théorème (1.2). - Soi~nt A un anneau local strictement hensélien et S Spec(A) . 

Soient f: X ~ S un morphisme propre et X 
o 

la fibre fermée de f • Alors, pour 

tout faisceau abélien de torsion F sur X et pour tout q ~ 0, ~ 
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Par passage à la limite on voit qu'il suffit de démontrer le théorème 

lorsque A est l'hensélisé strict d'une ~-algèbre de type fini en un idéal 

premier. On traite d'abord le cas q = 0 ou et F = ~/n (§ 2). Un argument 

basé sur la notion de faisceau constructible (§ 3) montre d'ailleurs qu'il suffit 

de considérer le cas où F est constant. D'autre part le dévissage (III. 4.3) 

permet de supposer que x 
o 

est une courbe; dans ce cas il ne reste plus qu'à 

démontrer le théorème pour q 2 (§4). 

Entre autres applications (§ 6), le théorème permet de définir la notion 

de cohomologie à support propre (§ 5). 

2. Démonstration pour q o .2!;!; 1 et F = ~/n 

Le résultat pour q o et F constant est équivalent à la proposition 

suivante [théorème de connexion de Zariski]: 

Proposition (2.1). - Soient A un anneau local hensélien noethérien et S = Spec(A). 

Soient f x -+ S un morphisme propre et 

ensembles de composantes connexes TI Cx) 
o 

x 
o 

et 

la fibre fermée de f Alors les 

TI Cx ) 
o 0 

sont en bijection. 

Il revient au même de montrer que les ensembles de parties à la fois 

ouvertes et fermées Of(X) et of(X) 
o 

sont en bijection. On sait que l'ensemble 

Ofex) correspond bijectivement à l'ensemble des idempotents de r(X,Qx) ,de 

même OfeX) 
o 

correspond bijectivement à l'ensemble des idempotents de rexo,QX 
o 

Il s'agit donc de montrer que l'application canonique 

Idem rcx, 2.x) -+ Idem rexo,QX 
o 

est bijective. 

On notera ~ l'idéal maximal de A 
A 

,rex,QX) le complété de 
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rcx, QX) pour la topologie ~-adique et, pour tout entier n ~ 0 , 

X = X ®A A/m
n
+

l 
• D'après le théorème de finitude pour les morphismes propres 

n -

[EGA III, 3.2J , rCX, Qx) est une A-algèbre finie; comme A est hensélien, il 

en résulte que l'application canonique 

est bijective. 

D'après le théorème de comparaison pour les morphismes propres 

[EGA III, 4.1], l'application canonique 

~ k~ rCxn , Qx ) 
n 

est bijective. En particulier l'application canonique 

Idem lim 

est bijective. Mais, puisque Xn et Xo ont même espace topologique sous-jacent, 

l'application canonique 

est bijective pour tout n ,ce qui achève la démonstration. 

Puisque HlCX, ~/n) est en bijection avec l'ensemble des classes 

d'isomorphisme de revêtements étales galoisiens de X de groupe ~/n , le 

théorème pour q=l et F =~/n résulte de la proposition suivante. 

Proposition C2.2), - Soient A un anneau local hensélien noethérien et 

S = SpecCA) . Soient f : X ~ S un morphisme propre et 

de f • Alors le foncteur de restriction 
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Rev.et. (x) ~ Rev.et. (x ) 
o 

est une équivalence de catégories. 

[ Si x 
o 

est connexe et si l'on a choisi un point géométrique de x 
o 

comme point base, cela revient à dire que l'application canonique TIl(Xo ) ~ TIl(X) 

sur les groupes fondamentaux (profinis) est bijective]. 

La proposition (2.1) montre que ce foncteur est pleinement fidèle. En 

effet, si X' et X" sont deux revêtements étales de X, un X-morphisme de X' 

dans X" est déterminé par son graphe qui est une partie ouverte et fermée de 

Il s'agit donc de montrer que tout revêtement étale x' o 
de X 

o 

s'étend en un revêtement étale de X 

dépendent pas des éléments nilpotents 

On sait que les revêtements étales ne 

[SGA l, chap. 1], par conséquent x' 
o 

se 

relève de manière unique en un revêtement étale x' n 
de X 

n 
pour tout n :2 a , 

autrement dit en un revêtement étale )(' du schéma formel )E complété de X 

le long de X o • D'après le théorème d'algébrisation des faisceaux cohérents 

formels de Grothendieck (théorème d'existence, EGA 111.5], }l'est le complété 

formel d'un revêtement étale X' de X = X ®A A 

Par passage à la limite, il suffit de démontrer la proposition dans le 

cas où A est l'hensélisé d'une ~-algèbre de type fini. On peut alors appliquer 

le théorème d'approximation d'Artin au foncteur F: (A-algèbres) ~ (ensembles) 

qui, à une A-algèbre B, fait correspondre l'ensemble des classes d'isomorphisme 

de revêtements étales de X ®A B • En effet ce foncteur est localement de présen­

tation finie: si Bi est un système inductif filtrant de A-algèbres et si 

B = li~Bi ' on a F(B) = li~ F(Bi ) . D'après le théorème d'Artin, étant donné 

un élément ~ E F~), en l'occurrence la classe d'isomorphisme de X' , il 

existe ~ E F(A) ayant même image que ~ dans F(A/~) • Autrement dit il 

existe un revêtement étale X' de X dont la restriction à Xo est isomorphe 
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à X' 
o 

3. Faisceaux constructibles. 

IV - 5 Arcata 

Dans ce paragraphe, on considère un schéma noethérien X et on appelle 

faisceau sur X un faisceau abélien sur 

Définition (3.1). - On dit qu'un faisceau F ~ X est localement constant 

constructible (en abrégé l.c.c.) s'il est représenté par un revêtement étale de X. 

Définition (3.2). - On dit qu'un faisceau F sur X est constructible s'il 

vérifie les conditions équivalentes suivantes: 

(i) Il existe une famille finie surjective de sous-schémas Xi ~ X 

tels que la restriction de F ..! Xi soit l.c.c .. 

(ii) Il existe une famille finie de morphismes finis Pi: X'i ~ X , 

pour chaque i un faisceau constant constructible (= défini pa~ un groupe abélien 

fini) Ci ~ X' i ' et Un monomorphisme F ~ Ci . 

On vérifie facilement que la catégorie des faisceaux constructibles 

sur X est une catégorie abélienne. De plus, si u : F ~ G est un homomorphisme 

de faisceaux et si F est constructible, le faisceau Im(u) est constructible. 

Lemme (3.3). - Tout faisceau de torsion F est limite inductive filtrante de 

faisceaux constructibles. 

En effet, si U ~ X est un schéma étale de type fini sur X, un 

élément S E F(U) tel que n S o définit un homomorphisme de faisceaux 

j! ~/~ ~ F dont l'image (le plus petit sous-faisceau de F dont S soit 

section locale) est un sous-faisceau constructible de F. Il est clair que Fest 

limite inductive de tels sous-faisceaux. 

Définition (3.4). -~ C une catégorie abélienne et T un foncteur défini 
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sur C à valeurs dans la catégorie des groupes abéliens. On dira gue T ~ 

effaçable dans C si, pour tout objet A ~ C et tout a E T(A) , il existe 

un monomorphisme u : .A ... M dans C tel que T(u).a, = 0 • 

Lemme (3.5). - Les foncteurs Hq(X, .) pour q > 0 sont effaçables dans la 

catégorie des faisceaux constructibles sur X 

Il suffit de remarquer que, si F est un faisceau constructible, il 

existe nécessairement un entier n > 0 tel que F soit un faisceau de ~/n-modules. 

Alors il existe un monomorphisme F c.,. G , où G est un faisceau de ~/n-modules 

et Hq(X, G) = 0 pour tout q > 0 . On peut par exemple prendre pour G la 

résolution de Godement TI i x* Fi ,où x 
x E X 

i 
x 

:i ... x est un point géométrique centré en 

parcourt les points de X et 

x D'après (3.3) G est limite 

inductive de faisceaux constructibles, d'où le lemme, car les foncteurs Hq(X,.) 

commutent aux limites inductives. 

Lemme (3.6). - Soit ~. T· ~ TI- un morphisme de foncteurs cohomologigues 

définis sur une catégorie abélienne C et à valeurs dans la catégorie des groupes 

abéliens. Supposons que T9 est effaçable pour q > 0 et soit e un sous-ensemble 

d'objets de C tel gue tout objet de C soit contenu dans un objet appartenant 

à e • Alors les conditions suivantes sont équivalentes: 

(0 ~q(A) est bijectif pour tout q '" 0 ~ A E Ob C 

(ii) ~o(M) est bijectif et ~q(M) surjectif pour tout q > 0 et tout 

MEe. 

(iii) ~o(A) est bijectif pour tout A E Ob C et T,q est effasable pour 

tout q > 0 

La démonstration se fait par récurrence sur q et ne présente pas de 

difficultés. 
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Proposition (3,7). - Soit x 
o 

un sous-schéma de x , Supposons que, pour tout 

n ~ 0 et pour tout schéma X' fini sur X, l'application canonique 

.. 
où X~ = X' Xx Xo ,est bijective pour q = 0 et surjective pour q > 0 

Alors, pour tout faisceau de torsion F sur X et pour tout q ~ 0 ,l'appli-

cation canonique 

est bijective. 

Par passage à la limite, il suffit de démontrer l'assertion pour F 

constructible. On applique le lemme (3.6) en prenant pour C la catégorie des 

faisceaux constructibles sur X, Tq 
= Hq(X, .) , T,q H9 (X ,.) et e 

o 

l'ensemble des faisceaux constructibles de la forme TI C. ,où Pi 
Pi* 1. 

X' ..... X 
1. 

est un morphisme fini et Ci 

4, Fin de la démonstration, 

un faisceau constant fini sur X' 
i 

Par la méthode de fibration par des courbes (r:!. 4. 3), on se ramène à 

démontrer le théorème en dimension relative ~ 1 • D'après le paragraphe précédent, 

il suffira de montrer que, si S est le spectre d'un anneau local noethérien 

strictement hensélien, f : X .... S un morphisme propre dont la fibre fermée 

est de dimension ~ 1 et n un entier ~ 0 , l'homomorphisme canonique 

est bijectif pour 9 o et surjectif pour q > 0 

Les cas q = 0 et ont été vus plus haut et on a 

X 
o 

pour q ~ 3 ; il suffit donc de traiter le cas q = 2 • On peut évidemment supposer 
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que n est une puissance d'un nombre premier. Si r 
n = p où p est la 

caractéristique du corps résiduel de S ,la théorie d'Artin-Schreier montre 

qu'on a • Si n =,f,r , ,f, f p , on déduit de la théorie de 

Kummer un diagramme commutatif 

Pic (X) a 
> H2 (X,71./,f,r) 

1 l (3 
Pic(X ) > H2 (X 7l./,f,r) 

0 0' 

où l'application S est surjective [On l'a vu au chapitre III pour une courbe 

lisse sur un corps algébriquement clos, mais des arguments similaires s'appliquent 

à n'importe quelle courbe sur un corps séparablement clos]. 

Pour conclure, il suffira donc de montrer: 

Proposition (4.1). - Soient S le spectre d'un anneau local noethérien hensélien 

et f: X ~ S un morphisme propre dont la fibre fermée X 
o 

est de dimension ~ 1. 

Alors l'application canonique de restriction 

Pic (X) ~ Pic(X ) 
o 

est surjective [Il suffit d'ailleurs que le morphisme f soit séparé de type 

fini] • 

Pour simplifier la démonstration, nous supposerons que X est intègre, 

bien que cela ne soit pas nécessaire, Tout faisceau inversible sur X 
o 

est 

associé à un diviseur de Cartier (car X
o 

est une courbe, donc quasi-projectif), 

il suffit donc de montrer que l'application canonique Div(X) ~ Div(Xo ) est 

surjective. 

Tout diviseur sur X est combinaison linéaire de diviseurs dont le 
o 

support est concentré en un seul point fermé non isolé de Xo . Soient x un 

46 



IV - 9 Arcata 

tel point, t 
o 

un élément régulier non inversible de .9.x x 
0' 

et D 
o 

le diviseur concentré en x d'équation locale t 
o 

• Soit U un voisinage ouvert 

de x dans X tel qu'il existe une section t E r(U, .9.
U

) relevant t 
o 

Soit 

y le fermé de U d'équation o quitte à prendre U assez petit, on peut 

supposer que x est le seul point de Y n Xo Alors Y est quasi-fini 

au-dessus de S en x ; puisque S est le spectre d'un anneau local hensélien, 

on en déduit que Y =YI JLY2 
où YI est fini sur S et où Y2 

ne rencontre 

pas X De plus, 
0 

comme X est séparé sur S , YI est fermé dans X 

Quitte à remplacer U par un voisinage ouvert plus petit de x , on 

peut supposer que Y = YI , autrement dit que Y est fermé dans X On définit 

alors un diviseur D sur X relevant D 
0 

en posant DIX Y 0 et 

DIu = div(t) ce qui a un sens car t est inversible sur U - Y 

Remarque (4.2). - Dans le cas où f est propre, on pourrait aussi faire une 

démonstration du même style que celle de la proposition (2.2). En effet, comme 

X
o 

est une courbe, il n'y a pas d'obstruction à relever un faisceau inversible 

sur aux voisinages infinitésimaux X 
n 

de X 
o 

, donc au complété formel 

le long de X 
o 

• On conclut alors en appliquant successivement le 

théorème d'existence de Grothendieck et le théorème d'approximation d'Artin. 

5. Cohomologie à support propre. 

Définition (5.1). - Soit X un schéma séparé de type fini sur un corps k 

D'après un théorème de Nagata, il existe un schéma X propre sur k et une 

immersion ouverte j : X ~ X Pour tout faisceau de torsion F ~ X on 

~ j!F le prolongement par 0 ~ F ..!.. X et on définit les groupes de 

cohomologie à support propre en posant 
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Montrons que cette définition est indépendante de la compactification 

j : X ~ X choisie. Soient j1 : X ~ Xl et j2: X -+ X2 deux compactifications. 

Alors X s'envoie dans Xl X X2 par x ~ (jl(x), j2(x)) et l'image fermée 

de X par cette application est une compactification de X . On a ainsi un dia-

gramme commutatif 

où et P2 ' les restrictions des projections naturelles à X3 ' sont des 

morphismes propres. 

Il suffit donc de traiter le cas où on a un diagramme commutatif 

avec p un morphisme propre. 

Notons tout de suite que le lemme suffit pour conclure. En utilisant 

la suite spectrale de Leray du morphisme p, on en déduit qu'on a, pour tout 

q 2: 0 , 

Pour démontrer le lemme, on raismne fibre par fibre en utilisant le 
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le théorème de changement de base (1.1) pour p, Le résultat est immédiat, car, 

au-dessus d'un point de X, P est un isomorphisme et, au-dessus d'un point de 

Xl-X, j2,F est nul sur la fibre de p 

(5,3) De même, si f: X ~ S est un morphisme séparé de type fini de schémas 

noethériens, il existe un morphisme propre f: X ~ S et une immersion ouverte 

On définit alors les images directes supérieures à support propre 

Rqf, en posant pour tout faisceau de torsion F sur X 

On vérifie comme précédemment que cette définition est indépendante de 

la compactification choisie, 

Théorème (5.4). - Soient f: X ~ S un morphisme séparé de type fini de schémas 

noethériens et F un faisceau de torsion sur X • Alors la fibre de 

en un point géométrique s de S est isomorphe à la cohomologie à support 

de la fibre de f en s 

c'est une simple variante du théorème de changement de base pour un 

morphisme propre (1,1), Plus généralement, si 

g' 
X <,----- X' 

'1 
S <,---- S' 

g 

est un diagramme cartésien, on a un isomorphisme canonique 

(5.4.0 
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6. App lications. 

Théorème d'annulation (6.1). Soient f: X ~ S un morphisme séparé de type fini 

dont les fibres sont de dimension ~ n et F un faisceau de torsion sur X 

Alors on a q > 2n 

D'après le théorème de changement de base, on peut supposer que S est 

le spectre d'un corps séparablement clos. Si dim X = n , il existe un ouvert 

affine U de X tel que dim(X-U) < n ; on a alors une suite exacte 

o ~ FU ~ F ~ F
X

_
U 
~ 0 et, par récurrence sur n ,il suffit de démontrer le 

théorème pour X = U affine. Puis la méthode de fibration par des courbes (111.4.1) 

et le théorème de changement de base permettent de se ramener à une courbe sur un 

corps séparablement clos pour lequelle on déduit le résultat voulu du théorème de 

Tsen (cf, 111.3.6). 

Théorème de finitude (6.2). - Soient f: X ~ S un morphisme séparé de type fini 

et F un faisceau constructible sur X . Alors les faisceaux 

constructibles. 

Nous ne considérerons que le cas où F est annulé par un entier inver-

sible sur X. 

Pour démontrer le théorème on se ramène au cas où F est un faisceau 

constant et où f: X ~ S est un morphisme propre et lisse dont les fibres 

sont des courbes géométriquement connexes de genre g Pour n inversible sur 

X ,les faisceaux Rqf~~F sont alors localement libres de rang fini, nuls pour 

q > 2 (6.1), Remplaçant ~!n par le faisceau localement isomorphe (sur S) ~n ' on a 

canoniquemen t 

0 
R f" ~n ~n 

(6,2,1) ~n Pic (X!S)n 

R
2
f" ~n = ~!n 
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Théorème (6.3) (comparaison avec la cohomologie classique). -

Soient f:X ~ S un morphisme séparé de schémas de type fini sur œ • et F ~ 

faisceau de torsion sur X • Notons par un exposant an le foncteur de passage aux 

espaces topologiques usuels, et par les foncteurs dérivés du foncteur image 

directe à support propre par fan. On a 

En particulier, pour S un point et F le faisceau constant 7lln , 

Des dévissages utilisant le théorème de changement de base nous ramènent 

au cas où X est une courbe propre et lisse, où S = un point, et où F =7l!n • 

Les groupes de cohomologie considérés sont alors nuls pour q 1 0,1,2, et on in-

voque GAGA: en effet, si X est propre sur œ , on a 

nl(X) = completé profini de nl(X
an

) , d'où l'assertion pour q = 0,1 • Pour q=2 , 

on utilise la suite exacte de Kummer et le fait que, par GAGA encore, Pic (X) 

PicCXan ) . 

Théorème (6,4) (dimension cohomologique des schémas affines). Soient X ~ 

schéma affine de type fini sur un corps séparablement clos et F un faisceau de 

torsion sur X • Alors on a HqCX, F) = ° pour q > dim(X) • 

Pour la très jol~démohstration nous renvoyons à SGA 4, XIV §2 et 3. 

Remargue (6,5). - Ce théorème est en quelque sorte un substitut pour la théorie 

de Morse. Considérons en effet le cas classique où X est lisse et affine sur 

œ plongé dans un espace affine type œN Alors, pour presque tout point 

la fonction "distance à p" sur X est une fonction de Morse et les 

indices de ses points critiques sont plus petits que dim(X) • Ainsi X est obtenu 

par recollement d'anses d'indice plus petit que dim(X) , d'où l'analogue classique 

de (6.4). 
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V. Acyclicité locale des morphismes lisses 

Soient X une variété analytique complexe et f: X ~ D un morphisme 

de X dans le disque. On note [0, t] le segment de droite fermé d'extrémités ° 
et t dans D et )0, tJ le segment semi-ouvert, Si f est lisse, l'inclusion 

est une équivalence d'homotopie; on peut pousser la fibre spéciale 

dans f-l([O, t]) • 

x 
o 

En pratique, pour t assez petit, (JO, t]) sera un fibré sur 

JO, tJ de sorte que l' inc lusion 

sera également une équivalence d'homotopie, On appelle alors morphisme de 

cospécialisation la classe d'homotopie d'applications: 

l % 1 ~ 
cosp: Xoc;;.c_-",» f- ([0, tJ) <--- f- (] 0, t) <~-'---- X

t 

On peut exprimer cette construction en termes imagés en disant que, pour un 

morphisme lisse, la fibre générale avale la fibre spéciale. 

Ne supposons plus f nécessairement lisse (mais supposons que 

f-I(]O, tJ) soit un fibré sur ]0, t) ). On peut encore définir un morphisme 

cosp* en cohomologie dès que j* lZ ; lZ et Rqj* lZ = ° pour q > ° . Sous ces 

hypothèses, la suite spectrale de Leray pour montre qu'on a 

et cosp* est le morphisme composé: 
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cosp* 

en un point x E X o se calcule comme suit. On 

prend dans un espace ambiant une boule B e 
de centre x et de rayon e assez 

petit, et pour n assez petit, on pose -1 
E = X n Be n f (n t) ; c'est la variété 

des cycles évanescents en x • On a 

et le morphisme de cospécialisation est défini en cohomologie dès que les variétés 

de cycles évanescents sont acycliques [Ho(E,~) ~ et Hq(E,~) = 0 pour q > OJ, 

ce qui s'exprime en disant que f est localement acycligue. 

Ce chapitre est consacré à l'analogue de cette situation pour un morphisme 

lisse de schémas et pour la cohomologie étale. Cependant il est indispensable dans 

ce cadre de se limiter aux coefficients de torsion et d'ordre premier aux caracté-

ristigues résiduelles. Le paragraphe l est consacré à des généralités sur les 

morphismes localement acycliques et les flèches de cospécialisation. Dans le para-

graphe 2, on démontre qu'un morphisme lisse est localement acyclique. Dans le 

paragraphe 3, on joint ce résultat à ceux du chapitre précédent pour en déduire 

deux applications: un théorème de spécialisation des groupes de cohomologie (la 

cohomologie des fibres géométriques d'un morphisme propre et lisse est localement 

constante) et un théorème de changement de base par un morphisme lisse. 

Dans tout ce qui suit, on fixe un entier n et "schéma" signifie 

"schéma sur lequel n est inversible", "Point géométrique" signifiera toujours 

"point géométrique algébrique" (II 3.1.) x:SpecCk)'" X , avec k algébriquement clos. 
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1. Morphismes localement acycliques. 

de S 

Notation (1,1), - Etant donnés un schéma S et un point géométrique s 

on notera SS le spectre du localisé strict de S en s 

Définition (1.2). - On dit qu'un point géométrique t de S est une 

générisation de 

d'un point de SS 
s'il est défini par une clôture algébri~e du corps résiduel 

On dit aussi que est une spécialisation de t et on 

appelle flèche de spécialisation S-morphisme 
NS 

t ... S 

Définition (1,3), - Soit f: X'" S un morphisme de schémas, Soient 

s un point géométrique de S, t une générisation de s, x un point géométrique 

de X au-dessus de McX t 
X"'S 

Alors on dit que est une 
S 

variété de cycles évanescents de f au 
--'---

x 

On dit gue f est localement acyclique .E.:L la cohomologie réduite de 

toute variété de cycles évanescents 
"'x 
X

t 
est nulle: 

0.3,0 " .""x 
H*(X

t
, ?lIn) 0 

i.e. HO(Xx , ?lIn} = ?lIn ~ Hq(JÇ, ?lIn} 0 pour q > 0 
t 

Lemme (1.4). - Soient f: X ... S un morphisme localement acyclique et g: S' ... S 

un morphisme quasi-fini (ou limite projective de morphismes quasi-finis), Alors le 

morphisme f' : X' ... S' déduit de f par changement de base est localement 

acyclique. 

On vérifie en effet que toute variété de cycles évanescents de f' est 

une variété de cycles évanescents de f 

Lemme 1.5. Soit f: X'" S un morphisme localement acyclique. Pour tout point géo-

métrique t k S , donnant lieu à un diagramme cartésien 
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x x 

r r 
t S 

On a 8;~ 7l./n f* 8* 7l./n et Rq 
8;~ 7l./n 0 pour q > 0 

Soient S l'adhérence de e:(t) , S' le normalisé de S dans k(t) , 

et le diagramme cartésien 

Les anneaux locaux de S' sont normaux à corps de fractions séparablement clos, 

Ils sont donc strictement henséliens, et l'acyclicité locale de f' (1,4) fournit 

i'*7l./n =7l./n , Rqi'* 7l./n o pour q > 0 • Puisque ~ est entier, on a alors 

et le lemme, 

(1,6) Etant donnés un morphisme localement acyclique f: X ~ S et une 

flèche de spécialisation t ~ SS ,nous allons définir des homomorphismes cano-

niques, dits flèches de cospécialisation 

* cosp H* (X , 7l./n) 
s 

reliant la cohomologie de la fibre générale X
t 

spéciale Xs = X XSs 

X Xs t et celle de la fibre 
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Considérons le diagramme cartésien 

'" r X '" X 

l f' r 8 
t SS 

déduit de f par changement de base, D'après 1,4, f' est encore localement 

acyclique. De la définition de l'acyclicité locale, on tire aussitôt que la restric­

tion à Xs des faisceaux Rqe 'l, 7l./n est 7l./n pour q=O, et 0 pour q > 0 • 

Par 1.5, on sait même que Rqe',; 7l./n = 0 pour q > 0 • On défi-

nit COSpl' comme la flèche composée 

Variante: Soient S l'adhérence de e(t) dans ,S' le normalisé de S 

dans k(t) et X'/S' déduit de X/S par changement de base, Le diagramme (1.6.1) 

peut encore s'écrire 

Théorème (1,7), -~ S s 

de S ~ f : X ~ S un morphisme, On suppose 

a) le morphisme f 

b) t ~ Ss et pour tout q ~ 0 , 

pour tout q ~ 0 
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Pour démontrer le théorème, il est clair qu'on peut supposer S = Ss 

On va en fait montrer que, pour tout faisceau de ~/n~-modules F sur S ,l'homo-

morphisme canonique ~q(F) 

Tout faisceau de ~/n~-modules est limite inductive filtrante de faisceaux 

constructibles de ~/n~-modules (IV.3.3), De plus tout faisceau constructible de 

~/n ~-modules se plonge dans un faisceau de la forme II~* <). 

est une famille finie de générisations de et C).. un ~/n ~-module libre de 

rang fini sur ~ • D'après la définition des flèches de cospécialisation, la 

condition b) signifie que les homomorphismes ~q(F) sont bijectifs si F est de 

cette forme. 

On conclut à l'aide d'une variante du lemme (IV.3.6): 

Lemme (1.8). - Soit C une catégorie abélienne dans laquelle les limites inductives 

filtrantes existent. Soit ~.: T' 1 T" un morphisme de foncteurs cohomologiques 

commutant aux limites inductives filtrantes, définis sur C et à valeurs dans la 

catégorie des groupes abéliens. Supposons gu'il existe deux sous-ensembles ~ et 

e d'objets de C tels gue: 

a) tout objet de C est limite inductive filtrante d'objets appartenant à ~ 

b) tout objet appartenant à ~ est contenu dans un objet appartenant à e 

Alors les conditions suivantes sont éguLvalentes: 

(i) ~q(A) est bijectif pour tout q ~ 0 ~ A E Ob C 

(ii) ~q(M) est bijectif pour tout q ~ 0 et tout MEe 

1,1'\ démonstration du lemme se fait par oassage à la limite inductive, 

récurrence sur q et application répétée du lerrnne des cinq au diagramme de suites 

ex~ctes de cohomologie déduit d'une suite exacte 01 A 1 M 1 A' 10 ,avec A E ~ , 

MEe, A' E Ob C 

Corollaire (1.9) . - Soient S le spectre d'un anneau local noethérien strictement 

hensélien et f: X 1 S un morphisme localement acyclique. Supposons gue, pour tout 
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point géométrique t de S 
o H (X t , 7l./n) = 7l./n 

q > 0 [autrement dit les fibres géométriques de f sont acycliques). Alors on a 

o pour q > 0 

Corollaire (1.10). - Soient f: X ~ Y et g: Y ~ Z des morphismes de schémas 

localement noethériens. Alors, si f ~ g sont localement acycliques, il en est 

de même de g 0 f • 

On peut supposer que X, Y et Z sont strictement locaux et que f et 

g sont des morphismes locaux. Il s'agit alors de montrer que, si z est un point 

géométrique algébrique de Z , on a HO (X , 7l./n) "7l./n 
z 

q > 0 , 

Puisque g est localement acyclique, on a 

et pour 

Hq(y , 7l./n) "0 pour q > 0 • Par ailleurs le morphisme f : X ~ 
z z z 

est locale-

ment acyclique (1.4) et ses fibres géométriques sont acycliques, car ce sont des 

variétés de cycles évanescents de f , D'après (1,9), on a donc Rqf 7l./n = 0 
z* 

pour q > 0 . De plus fz* 7l./n est constant de fibre 7l./n 

à l'aide de la suite spectrale de Leray de fz' 

2. Acyclicité locale d'un morphisme lisse, 

sur Y • On conclut 
z 

Théorème (2.1). - Un morphisme lisse est localement acycligue. 

Soit f: X ~ S un morphisme lisse. L'assertion est locale pour la 

topologie étale sur X et S , on peut donc supposer que X est l'espace affine 

type de dimension d sur S . Par passage à la limite, on peut supposer que S 

est noethérien et la transitivité de l'acyclicité locale (l,la) montre qu'il suffit 

de traiter le cas d" l . 
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Soient s un point géométrique de S et x un point géométrique de X 

centré en un point fermé de X
s

' Il s'agit de montrer que les fibres géométriques 

du morphisme sont acycliques. On posera désormais S = SS = Spec(A) et 

X ·XX. On a X ~ Spec A[T} , où ArT} est l'hensélisé de ACT] au point T = 0 

au-dessus de s 

Si t est un point géométrique de S ,la fibre X
t 

est limite pro-

jective de courbes affines et lisses sur t On a donc Hq(X
t

, ~/n) = 0 pour 

o l 
q 2 et il suffit de montrer que H (X

t
' ~/n) = ~/n et H (X

t
' ~/n) = 0 pour 

n premier à la caractéristique résiduelle de S . Cela résulte des deux proposi-

tions suivantes. 

Proposition (2.2). - Soient A un anneau local strictement hensélien, S Spec(A) 

~ X = Spec ArT} . Alors les fibres géométriques de X ~ S sont connexes. 

On peut se ramener par passage à la limite au cas où A est un hensélisé 

strict d 'une ~-algèbre de type fini. 

Soient t un point géométrique de S localisé en t ,et k' une 

extension finie séparable de k(t) dans k(t) On pose t' = Spec(k') et 

X
t

' X Xs Spec(k') . Il nous faut vérifier que, que~ que soient t et t' , Xt ' 

est connexe (par quoi on entend connexe et non vide). Soit A' le normalisé de A 

dans k' , i.e. l'anneau des éléments de k' entiers sur l'image de A dans k(t) 

On a AtT} ®A A' ~> A'tT} : le membre de gauche est en effet hensélien local 

(car A' est fini sur A, et local) et limite d'algèbres locales étale sur 

A'[TJ = ACT) ®A A' . Le schéma Xt' est donc encore la fibre en t ' de 

X' Spec(A'tT}) sur S' Spec (A ,) Le schéma local X' est normal, donc 

intègre; son localisé X
t

' est encore intègre, a fortiori connexe. 
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Proposition (2.3). Soient A un anneau local strictement hensélien, S Spec(A) 

et X = Spec (AtT}) . Soient un point géométrique de S et X­
t 

la fibre géo-

métrique correspondante. Alors tout revêtement étale galoisien de Xt d'ordre 

premier à la caractéristique du corps résiduel de A est trivial. 

Lemme (2.3.0 (!:héorème de pureté de Zariski-Nagata en dimension 2). - Soient C 

un anneau local régulier de dimension 2 et C' ~ C-algèbre finie normale étale 

au-dessus de l'ouvert complémentaire du point fermé de Spec(C). ~ C' ~ 

étale sur C 

En effet C'est normal de dimension 2, donc prof(C') = 2 . Puisque 

prof(e') + dim proj(C') = dim(C) 2 , on en conclut que C'est libre sur C. 

Alors l'ensemble des points de C où C'est ramifié Est défini par une équation, 

le discriminant; puisqu'il ne contient pas de point de hauteur l, il est vide. 

Lemme (2.3.2) (cas particulier du lemme d'Abhyankar). - Soient S = Spec(V) ~ 

trait, TI une uniformisante, ~ le point générique de S, X lisse sur S, 

irréductible, de dimension relative 1, :XT) un revêtement étale galoisien de 

de degré n inversible sur S, ~ [ lin] SI = Spec(V TI ). Notons par un indice 

le changement de base de S à SI' Alors, Xl~ se prolonge en un revêtement 

étale de Xl' 

~ -Soit Xl le normalisé de Xl dans XIT)' VU la structure des groupes 

d'inertie modérée des anneaux de valuation discrète localisés de X aux points 

'" génériques de la fibre spéciale Xs 'Xl est étale sur Xl sur la fibre générale, 

et aux points génériques de la fibre spéciale. Par 2.3,1, il est étale partout. 

2.3.3. Prouvons 2.3. Notons t le point en lequel t est localisé. Il nous est 

loisible de remplacer A par le normalisé de A dans une extension finie séparable 

k(t') de k(t) dans k(t) (cf. 2.2). Ceci, et un passage à la limite préliminaire, 
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nous permettent de supposer que 

a) A est normal noethérien, et t est le pointegénérique de S. 

b) Le revêtement étale considéré de X­
t 

provient d'un revêtement étale de 

Arcata 

c) Il provient d'un revêtement étale ~ de l'image réciproque ~ d'un ouvert 

non vide U de S Crésulte de b): t est la limite des U ), 

d) Le complément de U est de codimension ~ 2 (ceci au prix d'agrandir k( t) , 

par application de 2.3.2 aux anneaux de valuation discrète localisés de S en 

les points de S-U de codimension l dans S ; ces points sont en nombre fini). 

e) 
N 

Le revêtement ~ est trivial au-dessus du sous-schéma T=O. (Ceci quitte à 

encore agrandir k(t) ). 

Lorsque ces conditions sont remplies, nous allons voir que le revête-

IV 
ment ~ est trivial. 

Lemme (2,3.4). - Soient A un anneau local strictement hensélien normal et 

noethérien, U un ouvert de Spec(A) dont le complément est de codimension ~ 2 , 

V son image réciproque dans X ~ SpecCA[T}) et V' un revêtement étale de V. 

Si V' est triviall au-dessus de T = 0 , alors V' est trivial. 

Soit B = r(V', ~) • Puisque V' est l'image inverse de V dans 

Spec(B) , il suffit de voir que B est fini étale sur AtT} Cdonc décomposé, 

puisque A[T} est strictement hensélien). Soit X = A[[T]] , et notons par 

le changement de base de X à X • Le schéma X est fidèlement plat sur X 

On a donc rcv', ~) = B ®A{T} ACCT)J , et il suffit de voir que cet anneau 

fini étale sur ACeT)) 

"-
Soit V

m 
Cresp. V'm) le sous-schéma de V (resp. V') d'équation 

B est 

Tm+1
= 0 • Par hypothèse, V'o est un revêtement trivial de Vo une somme de 

n-copies de Vo ' De même pour V' Iv m m 

insensibles aux nilpotents. On en tire 

cp : rCV', ~) ... lim rcv' , ~) 
~ m 

m 

, puisque les revêtements étales sont 

(limr(V, (\t»n 
<E--- m 
m 
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Par hypothèse, le complément de U est de profondeur :a: 2 : on a 

rcv ,1'9) = A[T)/(Tm+l) , et cp m 
est un homomorphisme de B dans A[[T))n , 

Au-dessus de U , il fournit n sections distinctes de VI Iv VI est donc 

trivial, somme de n copies de V, Le complément de V dans X étant encore 

de codimension :a: 2 (donc de profondeur :a: 2) , on en déduit que B = A[[T])n , 

dloù le lemme, 

3. Applications, 

Théorème (3,1) (spécialisation des groupes de cohomologie), -

Soit f:X ~ S un morphisme propre et localement acyclique, par exemple un morphisme 

propre et lisse, Alors les faisceaux Rqf*~/n sont localement constants cons­

tructibles et pour toute flèche de spécialisation t ~ Ss , les flèches de co-

spécialisation Hq(Xt , ~/n) ~ Hq(Xs ' ~/n) sont bijectives, 

Cela résulte immédiatement de la définition des flèches de cospécialisa-

tion et des théorèmes de finitude et de changement de base pour les morphismes 

propres, 

62 



v - 12 Arcata 

Théorème (3.2) (changement de base par un morphisme lisse), - Soit un diagramme 

cartésien 

x' x 

1 " l, 
s' ---'"'----ê> S 

avec g lisse. Pour tout faisceau F ~ X , de torsion et premier aux caracté-

ris tiques résiduelles de S ,~ 

En prenant un recouvrement ouvert de X ,on se ramène au cas où X 

est affine, puis par un passage à la limite au cas où X est de type fini sur S, 

Alors f se factorise en une immersion ouverte X ~ X et un morphisme propre 

f : X ~ S , De la suite spectrale de Leray pour f 0 j et du théorème de changement 

de base pour les morphismes propres, on déduit qu'il suffit de démontrer le théorème 

dans le cas où X ~ S est une immersion ouverte, 

Dans ce cas, si F est de la forme €;, C , où € : t ~ X est un point 

géométrique de X, le théorème est corollaire de l,S, Le cas général en résulte par 

le lemme 1,8, 

Corollaire (3,3). - Soient K/k une extension de corps séparablement clos, X un 

k-schéma et n un entier premier à la caractéristique de k Alors l'application 

canonique Hq(X, Zl/n) ~ Hq(~ ,Zl/n) est bijective pour tout q '" 0 

Il suffit de remarquer que K est limite inductive de k-algèbres lisses, 

Théorème (3,4) (pureté relative), - Soit un diagramme commutatif 
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0,4,0 

avec f lis~purement de dimension relative N, h lisse purement de dimension 

relative N-l , i un plongement fermé et U = X-y. Pour n premier aux caracté-

ristigues résiduelles de S, ~ 

[ 

j;< 7l./n 

Rlj* 7l./n 

Rqj* 7l./n 

7l.!n 

o pour q 20 2 

Dans ces formules, 7l./nC-O désigne le 7l./n-dual de \-Ln' Si test 

une équation locale pour Y, l'isomorphisme Rl j;<7l./n""7l./nC-I\ est défini par 

l'application a: 7l./n --> RI j* \-Ln qui envoie sur la classe du \-Ln-torseur 

des racines 
ièmes 

n de t , 

La question est de nature locale. Ceci permet de remplacer CX, y) par 

un couple localement isomorphe, par exemple 

avec T '" et i = section à l'infini. Le corollaire 1.9 s'applique à g, 

et fournit Rq~ 7l./n = 7l./n pour q=O, 0 pour q > 0 • Pour f, on a par 

ailleurs (IV 6.2.1) 

Rqflf 7l./n = 7l./n , 0, 7l./nC-l} ,0 pour q > 2 • 

On vérifie facilement que j* 7l./n = 7l./n , et que les Rqj* 7l./n sont 

concentrés sur i(T) pour q > 0 , La suite spectrale de Leray 
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i* Rqj* '!lIn 0 

i* Rlj* '!l/n 0 d 

'!lIn ~'!l/n (-0 o 

Rqj,. '!lIn = 0 pour q 2: 2 , et R Ij* '!lIn est le prolongement par zéro d'un 

faisceau localement libre de rang un sur T (isomorphe, via d
2

, à '!l/n(-l». 

L'application a, définie plus haut, étant injective (ainsi qu'on le vérifie fibre 

par fibre), c'est un isomorphisme, et ceci prouve 3.4. 

3.5. Nous renvoyons à SGA 4 XVI (§ 4 et § 5) pour la démonstration des applications 

suivantes du théo~ème d'acyclicité (2.1). 

(3.5.1) Soient f: X ~S un morphisme de schémas de type fini sur œ et F un 

faisceau constructible sur X 

(cf IV 6.3; en cohomologie ordinaire, il est nécessaire de supposer F constructible 

et non seulement de torsion). 

(3.5.2) §oient f X ~ S un morphisme de schémas de type fini sur un corps k 

de caractéristique 0 et F un faisceau constructible sur X 

sont également constructibles. 

La preuve utilise la résolution des singularités et 3.4. Elle 

est généralisée au cas d'un morphisme de type fini de schémas excellents de 

caractéristique 0 dans SGA4 XIX §5. Une autre démonstration, indépendante de la 

résolution,est donnée dans ce volume (Th. finitude, 1.1), elle s'applique à un 

morphisme de schémas de type fini sur 'un corps ou sur un anneau de Dedekind. 
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VI. Dualité de Poincaré 

1. Introduction 

Soit X une variété topologique orientée, purement de dimension N , et 

supposons que X admette un recouvrement ouvert fini U = (Ui)l~ i~ K ,tel 

que les intersections non vides d'ouverts Ui soient homéomorphes à des boules. 

Pour une telle variété, le théorème de dualité de Poincaré peut se présenter ainsi: 

" A. La cohomologie de X est la cohomologie de Cech correspondant au revêtement u. 
c'est la cohomologie du complexe 

Cl) 
A 

o -+;Z 0 .. 
et U

i 
n ... n U

i 
f 0} 

o k 

B. Pour U 
a 

= Ui n ... n Ui et soit 
o k 

l'inclusion de U dans X. Le faisceau constant ;Z sur X admet la résolution 
a 

(à gauche) 

(2) o 

La cohomologie à support compact Rl'(X, 
j a! ;Z) n'est autre que la cohomologie 

c 

à support propre de la boule (orientée) U a 

Ri(X, j ,;Z) = 

[; 
si i f N 

c a. 

si i N 

La suite spectrale d'hypercohomologie, pour le complexe (2) et la 

cohomologie à support propre, affirme donc que est le (i-N)-ième groupe de 

cohomologie d'un complexe 
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(3) ° 
Ce complexe est le dual du complexe (1), d'où la dualité de Poincaré. 

Les points essentiels de cette construction sont 

a) l'existence d'une théorie de cohomologie à support propre 

b) le fait que tout point x d'une variété X purement de dimension N a un 

système fondamental de voisinages ouverts U pour lesquels 

(4) pour i '" N 

pour i N 

La dualité de Poincaré en cohomologie étale peut se construire sur ce 

modèle. Pour X lisse purement de dimension N sur k algébriquement clos, 

n inversible sur X et x un point fermé de X, le point clef est de calculer 

la limite projective, étendue aux voisinages étales U de x 

(5) si i 'f 2N 

si i 2N 

De même que pour les variétés topologiques il faut d'abord 

traiter directement le cas d'une boule ouverte (voire simplement celui de l'inter-

valle JO, l[ ), ici il faut d'abord traiter directement le cas des courbes (§2). 

Le théorème d'acyclicité locale des morphismes lisses permet ensuite de ramener 

(5) à ce cas particulier (§ 3). 

Les isomorphismes (4) et (5) ne sont pas canoniques: ils dépendent du 

choix d'une orientation de X. Pour n inversible sur un schéma X, \-ln est 

un faisceau de ~/n-modules libres de rang un. On note ~/n(N) sa puissance 

tensorielle Nième (N E~) • La forme intrinsèque de la deuxième ligne de (5) est 
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(S') 'll,/n 

et 'll,/n(N) s'appelle le faisceau d'orientation de X; le faisceau 'll,/n(N) 

étant constant, isomorphe à 'll,/n , on peut le faire sortir du signe H et écrire 

plutôt 

CS") 

et la dualité de Poincaré prendra la forme d'une dualité parfaite, à valeurs dans 

'll,/n(-N) , entre HieX, 'll,/n) 

2. Le cas des courbes. 

(2.1) Soient X une courbe projective et lisse sur k algébriquement clos, et 

n inversible sur X • La preuve de III 3.5 fournit, pour X connexe, un iso-

morphisme canonique 

Pic(i{)/nPic(X) ~g:> 'll,/n 

Soient D un diviseur réduit de X et X X - D 

X c :> X <-----.:> D 
i 

La suite exacte 0 ~ j!~n ~ ~n ~ i* ~n ~ 0 et le fait que 

HiCX, i#) HiCD, ~ ) = 0 pour i > 0 fournis'sent un isomorphisme 
n n 

Pour X disconnexe, on a de même 

et on définit le morphisme trace comme la somme 

Tr 
TT eX) 

ttL/ n) 0 _---'2:=--_'» 'll, / n 
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Théorème(Z,Z).-La forme Tr(a U b) identifie chacun des deux groupes Ri(X, 'lZ/n) 

et au dual Cà valeurs dans 'lZ/n ) de l'autre, 

Preuve transcendante, 8i X est une courbe projective et lisse sur un trait 8, 

et que j : xc.... X est l'inclusion du complémentaire d'un diviseur D étale sur 8 

les cohomologies (resp, les cohomologies à support propre) des fibres géométriq~es 

spéciales et génériques de X/S sont "les mêmes", i,e. les fibres de faisceaux 

localement constants sur S. Ceci se déduit des faits analogues pour X et D 

via la suite exacte 0 ... j! 'lZ/n'" 'lZ/n ... 7l./n
D 

... 0 (pour la cohomologie à 

supports propres) et les formules jl' 'lZ/n = 'lZ/n ,Rlj* 7l./n;::. 'lZ/nD(-l) 

Rij*'lZ/n = 0 (i ~ Z) (pour la cohomologie ordinaire) (V 3.4), 

Ce principe de spécialisation ramène 2.2 au cas où k est de caracté-

ristique O.Par V 3.3,ce cas se ramène à celui où k = œ Enfin, pour k = œ , 

les groupes R*(X,71./n) et R~(X, I-ln ) co1ncident avec les groupes de même nom, 

calculés pour l'espace topologique classique XcI et, via l'isomorphisme 

'lZ/n ... I-ln : x ~ exp (2rrix) , le morphisme trace s'identifie à "l'intégration sur 
n 

la classe fondamentale", de sorte que 2.2 résulte de la dualité de Poincaré pour XcI 

(Z.3) Preuve algébrique. Pour une preuve très économique, voir (Dualité §2). En voici 

une autre, liée à l'autodualité de la jacobienne. 

Reprenons les notations de 2.1. On peut supposer - et 

on suppose - que X est connexe. Les cas i=O ou 2 étant triviaux, on suppose 

aussi que i l Définissons D~m par la suite exacte 

(sections de a; 
m 

congrues à l mod D). Le groupe 

classifie les faisceaux inversibles sur trivialisés sur D • C'est 

le groupe des points de PicD(X) ,une extension de 'lZ (le degré) par le groupe 

des points d'une jacobienne généralisée de Rosenlicht (correspondant au conducteur l 

en chaque point de D o -PicD(X) ,elle-même extension de la variété abélienne 

par le tore a;D/(a; diagonal). 
m m 
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a) La suite exacte 0'" j! f.ln -+ D a; a; .... 0 fournit un m D m 

isomorphisme 

(2.3.1) RI(X f.ln ) 
o -

c ' PicD(X)n 

b) L'application qui à x E X(k) associe la classe du faisceau inversible ~(x) 

sur X ,trivialisé par l sur D, provient d'un morphisme 

Pour la suite, on fixe un point base 0 et on pose fo(x) f(x) - f(o) 

0- - l 0-
Pour tout homomorphisme v: Pic

D 
(X) n -+ 7Z/n ,soit vER (Pic

D 
(X), 7Z/n) 

l'image par v de la classe dans Hl(PiC~(X) ,Pic~(X)n) du torseur défini par 

l'extension 

0-
PicD(X) -+ 0 

La théorie du corps de classe géométrique (telle qu'exposée dans Serre [15J) 

montre que l'application v ~ f~(v) : 

(2.3.2) 

est un isomorphisme. Pour déduire 2.2 de (2.3.1) (2.3.2), il reste à savoir que 

(2.3.3) TrCu u f'~(v» 
o 

-veu) 

Cette compatibilité est prouvée en (Dualité, 3.2.4). 

3. Le cas général. 

Soient X une variété algébrique lisse et purement de dimension N , 

sur k algébriquement clos. Pour énoncer le théorème de dualité de Poincaré, il 

faut tout d'abord définir le morphisme trace 

Tr : H
2N

(X,7Z/n(N» -+7Z/n 
c 

La définition est un dévissage pénible à partir du cas des courbes (SGA 4 XVIII 

§ 2 ). On a alors 
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Théorème (3. 1) • _ La forme TrCa U b) identifie chacun des groupes 

!! H
2N

-
i 

(X, 7l./n) au dual de l'autre. 

Soient x E X un point fermé et X x 
le localisé strict de 

Nous posons, pour U parcourant les voisinages étales de x 

.. Cl) 

Il serait préférable de considérer plutôt le pro-objet "Hm" H*(U 7l./n) 
t-- c ' 

X en x • 

mais, 

les groupes en jeu étant finis, la différence est inessentielle. Comme on a tenté 

de l'expliquer dans l'introduction, (3.1) résulte de ce que 

o pour i of 2N et que 
(2) 

Tr: H
2N (X 7l./n(N)) ~> 7l./n est un isomorphisme. c x' 

Le cas où N=O est trivial. Si N > 0 , soit y 
y 

le localisé strict en un 

point fermé d'un schéma Y lisse purement de dimension N-l , et soit f: Xx ~ Yy 

un morphisme essentiellement lisse (de dimension relative un). La démonstration uti-

lise la suite spectrale de Leray en cohomologie à support propre pour f, pour se 

ramener au cas des courbes. Les "cohomologies à support propre" considérées étant 

définies comme des limites (1), l'existence d'une telle suite spectrale pose divers 

problèmes de passage à la limite, traités avec trop de détails dans SGA4 XVIII. 

Ici, nous nous contenterons de calculer. 

Pour tout point géométrique z 

i 
(R f! 7l./n) z 

de Yy ' on a 

Hi U- l
(z),71./n) 

c 

La fibre géométrique f-l(z) est une limite projective de courbes lisses sur un 

corps algébriquement clos. Elle vérifie la dualité de Poincaré. Sa cohomologie 

ordinaire est donnée par le théorème d'acyclicité locale pour les morphismes lisses: 
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Hi(f-l(z), 'iL/n} l:/" pour i a 

pour i > a 

Par dualité, on a 

Hi(f-l(z), 'iL/n) pour i 2 c {:'n(~l) 

pour i t= 2 

et la suite spectrale de Leray s'écrit 

On conclut par récurrence sur N 

4. Variantes et applications. 

On peut construire, en cohomologie étale, un "formalisme de dualité" 

* Rf! (= des foncteurs Rf*, Rf! ,f , satisfaisant diverses compatibilités et 

formules d'adjonction) parallèle à celui qui existe en cohomologie cohérente. Dans 

ce langage, les résultats du paragraphe précédents se transcrivent comme suit: si 

f : X ~ S est lisse et purement de dimension relative N, et que S = Spec(k) , 

avec k algébriquement clos, alors 

Ce résultat vaut sans hypothèse sur S. Il admet le 

Corollaire.- 2! f est lisse et purement de dimension relative N , et que les 

faisceaux sont localement constants, alors les faisceaux 

sont aussi localement constants, et 

2N-i 
Hom (R f! 'iL/n(N), 'iL/n) 

En particulier, sous les hypothèses du corollaire, les faisceaux 
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i 
R f if 7l./n sont constructibles. Partant de là, on peut montrer que, si S est de 

type fini sur le spectre d'un corps ou d'un anneau de Dedekind, alors, pour tout 

morphisme de type fini f: X ~ S et tout faisceau constructible ~ sur X, les 

faisceaux sur S sont constructibles (Th, finitude, 1,1), 
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RAPPORT SUR LA FORMULE DES TRACES 

Dans ce texte, j'ai tenté d'exposer de façon aussi directe que possible la 

théorie cohomologique de Grothendieck des fonctions L Je suis de très près cer-

tains des exposés donnés par Grothendieck à l'IHES au printemps 1966. Dans l'esprit 

de ce volume, il ne sera pas fait appel à SGA5 - sauf deux références à des passa­

ges de l'exposé XV, indépendant du reste de ce séminaire. 

Dans le §10 (p.8l-90) de [lJ, le lecteur trouvera un résumé de la théorie, 

dans le cas crucial des courbes. 
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1.- Quelques rappels. 

1.1- Notations. 

p, q, :IF, :IF q 
: p est un nombre premier, 

f 
q = P une puissance de p et 

:IF une clÔture algébrique du corps premier :IF 
P 

on note :IF 
n 

p 
le sous-corps à 

n 
p éléments de 

Pour toute puissance p 

:IF 

On désignera souvent par un symbole affecté d'un indice 0 un objet 

sur Le même symbole, sans o , désigne alors l'objet qui s'en déduit par 

extension des scalaires à :IF . Par exemple, si ~o est un faisceau sur un schéma 

X sur:IF 
o q 

, on note 3' son image réciproque sur X = Xo ® :IF:IF 
q 

F Si X est un schéma sur 
o 

, on appelle morphisme de Frobenius et 

on note F l'endomorphisme de X 
o 

qui "envoie le point de coordonnées x dans celui 

de coordonnées xq " : c'est l'identité sur l'espace topologique sous-jacent et, pour 

x une section locale du faisceau structural, F'~ = x
q 

On désigne encore par F l'endomorphisme de X qui s'en déduit par extension 

des scalaires. Sur l'ensemble X(:IF) = Xo (:IF) des points ra tionnels de X ,F agit 

comnelasubstitution de Frobenius Cil E GaIC:IF/:IFq ) définie par Cil(x) = xq 
. En par-

ticulier, XF = X (:IF ) 
o q 

En cas d'ambiguité, on écrira F(q) plutôt que F 

1.2 - Correspondance de Frobenius. 

Soient X 
o 

un schéma sur :IF 
q 

, et J 
o 

un faisceau sur X 
o 

comme suit la correspondance de Frobenius (un F-endomorphisme de ~o) 

(1.2.1) F* 

J'aime voir 

On regarde Jo comme le faisceau des sections locales d'un espace [3' l o 

étalé sur Xo ([JoJ est un espace algébrique au sens de M. Artin). 
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La fonctorialité de F fournit un diagramme commutatif 

F 

l __ ---=.F __ -:>: l 
o 0 

Parce que est étale sur X 
o 

, ce diagramme est cartésien ; il fournit un 

isomorphisme [3'-
o

J ~ Fif[JoJ d'inverse (1.2.1) . On note encore F,f les cor­

respondances ou morphismes déduits de F par extension des scalaires ou par fonc­

if 
corialité, tels F": Hg(X,3') --7 Hc (X,3'). 

Pour une définition en forme, je renvoie à SGA 5 XV §1,2. On n'y considère 

que le cas où q p , mais le cas général se traite de même. 

1.3- La correspondance de Frobenius est fonctorielle en (Xo,Jo ) • Si 

un faisceau sur 

est un morphisme de 1Fq-schémas, Jo un faisceau sur Xo,G o 

Yo et u E Hom(f~Go'3'o) = Hom(Oo,fo"Jo ) un fo-morphisme de 00 

dans 3'0 on a un diagramme commutatif d'espaces 

diagramme commutatif de faisceaux 

X 
o 

f 
o 

f 
__ -=0 __ ::.> y 

o 

f F 
o 

F f 
o 

, et au-dessus un 

En particulier, la correspondance sur f o"3'o déduite de la correspondance de 

Frobenius de (Xo,Jo ) est la correspondance de Frobenius de (Y
O
,foif3'o)' 

1.4- Le morphisme naturel Y --7 Yo est limite de morphismes étales. rI en résulte 

que pour tout faisceau abélien 3'0 sur Xo ' les images réciproques sur Y des 

Sur , on dispose de 

a) la correspondance 

la correspondance de Frobenius; 
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b) la correspondance image réciproque sur Y de la correspon-

dance de Frobenius sur 

On déduit de 1.3 que ces correspondances coïncident. Elles induisent le terme 

initial d'une action de Frobenius sur toute la suite spectrale 

De même en cohomologie à support propre, et pour la suite spectrale 

1.5 - Changement de corps fini. 

Soient sur IFq , n un entier, et sur IF 
n 

q 
déduit de 

(Xo ,3o) par extension des scalaires. On dispose d'une part de la correspondance de 

Frobenius F (q) : Xo ---? Xo Fif 
(q) 

d'autre part de 

F : Xl ---? Xl ,F;f Flf 3'1 ----7 3'1 . On vérifie facilement que 
(qn) (qn) (qn) 

se déduit de la puissance nième de F(q) par extension des scalaires de IFq 

IFqn ; après extension des scalaires à IF on a encore la même identité 

n 
F(qn) = F(q) entre endomorphismes de X et correspondances sur X 

Si x est un point fermé de 

x E Xo (IF) = X(IF) est localisé en x 

On note F~ l'endomorphisme de ;3'-
x 

X 
o 

, avec [k(x) : IF J = n 
q 

et que 

x est un point fixe de 

induit par A isomorphisme près, 

(F~, 3'i) ne dépend pas du choix de x . La trace, etc, de F~ se désigne par 

une notation telle que Tr(F~,3') 
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1.6- Fonction L . 

Soit x 
o 

un schéma de type fini sur Ixo 1 
deg(x) = [k(x) : W ] 

P 

. On note l'ensemble de 

ses points fermés et, pour x E IXol , on pose Si 

est un ~t-faisceau sur x 
o 

(pour cette notion, voir ci-dessous) - ou un faisceau 

constructible et plat de modules sur un anneau noethérien commutatif A - on note 

L(Xo,Jo ) la série formelle de terme constant 1, dans ~t[[tJ] ou dans A[[t]], 

L(X ,J ) 
o 0 

det (l-Flf deg(x) )-1 x t ,J 

Remarque 1.7. 

Dans la définition 1.6, on a deg(x) = [k(x) w J (degré absolu) et non 
p 

deg(x) = [k(x) : W ] (degré relatif à W ) Ceci à pour effet que L(Xo ' Jo) ne 
q q 

dépend que du schéma X et du faisceau Jo 0 
, non de q et du morphisme 8 truc-

turel X --7 Spec(W ) o q 
l' indé terminée est un avatar de 

-8 
t P 

1.8- Le point de vue galoisien. 

Ce nO ne sera pas utilisé dans la suite du rapport. Pour Jo un faisceau 

abélien sur X 
o 

, le groupe de Galois GalCw/w ) 
q 

agit sur w , et par transport 

de structure sur HieX,J) . En particulier, la substitution de Frobenius 
c 

induit un automorphisme, encore noté ~ ,de 

Frobenius définit de son côté un endomorphisme 

(1.8.0 
lf-l 

F = ~ 

Pour le voir, appliquons 1.4 au cas où 

J) . La correspondance de 

Flf de Hi(X,J) 
c 

y 
o 

est un point 

. On a 

: Y 
o 

On trouve que est la fibre, au point géométrique SpecCW) de 

Jo et que Flf 

Soit [Rif!Jo ] comme 

est la fibre de la correspondance de Frobenius de 

en 1.2 . On a HieX,J) = 
c 

a) ~ agit par transport de structure, via son action sur W 
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b) Fi~ est l'inverse de F 

On conclut par l'identité F co de 1.1 

Un des intérêts du point de vue galoisien est qu'il permet de raisonner par 

transport de structure. 
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~~t-faisceaux. 

La notion de ~t-faisceau est développée en détail dans SGA 5 V, VI . Nous 

n'utiliserons que les définitions et résultats ci-dessous. 

Définition 2.1.- Soit X un schéma noethérien. Un 2Zt -faisceau 3' ~ X est un 

système projectif de faisceaux 3' n (n ~ 0) , ~ 3' 
n 

un faisceau de 

2Z/t
n

+
l 

-modules constructibles (SGA 4 IX §2), Et tel gue le morphisme de tran-

sition 3'n ~ 3'n_l se factorise par un isomorphisme 

On dit que 3' est lisse si les J
n 

sont localement constants. 

La terminologie de SGA 5 est différente, on y dit 

2Z t - faisceau cons truc tible pour 2Z t - faisceau 

et 

constant tordu constructible pour lisse 

De même, ci-dessous, pour les ~t-faisceaux. 

2.2- Si k est un corps séparablement clos, un faisceau de 2Z/t
n

-modules sur 

Spec (k) s'identifie à un 2Z1t n-module, et le foncteur 3' ~ t.!.m 3' n identifie 

les 2Zt- faisceaux sur Spec(k) aux 2Zf modules de type fini. Ceci justifie la dé­

finition suivante: la fibre du 2Zt -faisceau 3' en le point géométrique x de X 

est le Um(J) 
..... n x 

2.3- Supposons X connexe, et soit x un point géométrique de X . On sait que 

le foncteur "fibre en x" est une équivalence de la catégorie des faisceaux loca-

lement constants constructibles de 2Z/tn -modules avec la catégorie des 2Z/tn - modules 

de type fini munis d'une action continue de TIl (X,x). Par passage à la limite, on 

en déduit la proposition suivante. 
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Proposition 2.4.- Sous les hypothèses ci-dessus, le foncteur "fibre en x" est 

une équivalence de la catégorie des ?lt -faisceaux lisses sur X avec celle 

des ?lt -modules de type fini munis d'une ac tion continue de TTl (X, x) . 

Proposition 2.5. Soi t J un ?l t -faisceau sur un schéma noe thérien X 

existe une partition finie de X en parties localement fermées 

que les JIXi soient lisses. 

X. 
~ 

n n n+l n 
Posons grtJ t Jm/t J m pour m ~ n ,et grtJ" 9 gr

t
J . C'est un 

faisceau de modules sur l'anneau noethérien gr t?l~ ?lIt Ct] ,gradué de 7l pour 

la filtration t-adique. C'est un quotient de gr~J ® ?lIt 'llit [t] ,donc un fais­

ceau de grt'll -modules constructible (SGA 4 IX §2), et il existe une partition fi-

nie de X en parties localement fermées X. 
~ 

, telle que soit localement 

constant. Chacun des faisceaux gr~Jlxi est alors localement constant ainsi que 

les JmlXi ,qui en sont des extensions successives. 

2.6.- Si J et Q sont deux ?lt -faisceaux sur X ,on pose 

Hom(J,q) " t,!:,m Hom(Jn,Qn) ; c'est un 'llt -module. Puisque Hom(Jn,Qn)"Hom(Jm,Qn) 

pour m ~ n ,on a encore 

Hom(J,Q) t,!:,m t,im Hom(Jm4n) 
n m 

de sorte que le foncteur J ~ "t,!:,m"Jn est pleinement fidèle, de la catégorie 

des ?lt -faisceaux dans celle des pro-faisceaux sur X(= pro-objets de la catégorie 

des faisceaux sur X) . On l'utilisera pour identifier les ?lt -faisceaux à cer-

tains pro-faisceaux (ceux tels que chaque J = J/tn+lJ soit un faisceau, et que 
n 

J ~ "tim"J ) 
n 

On vérifie aisément que si J " "tim"J ... n ,avec J n un fais-

ceau constructible de ?lI tn-modules, pour que J soit un 'llt -faisceau, il faut 

et il suffit que les systèmes projectifs (en n) J Itk+lJ soient essentiellement 
n n 

constants : le système projectif des J' tim J Itk+IJ vérifie alors les condi-
k ... n n 

tians de 2.1 , et J " "tim"J' 
+- k 

n 
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Dans ce qui suit, nous abandonnons la notation J
n 

de 2.1 

7lt -faisceau, le faisceau J
n 

de 2.1 sera noté J ® 7l/t n+l 

si J est un 

2.7.- Dans la catégorie abélienne des pro-faisceaux, la sous-catégorie des 7l
t

-

faisceaux est stable par noyau, conoyau et extension. C'est clair pour les conoyaux. 

Pour les noyaux, si f: J ~ Cl est un morphisme de 7l
t 

-faisceaux, on déduit 

aisément de 2.4, 2.5 et de Artin-Rees que le système projectif des 

Ker(f : J ® 71/t
n ~ q ® 7l/tn) vérifie le critère donné en 2.6 ci-dessus. Il 

existe même un entier r tel que pout tout n 

Le cas des extensions est laissé au lecteur. 

2.8.- Un 7l
t

-faisceau J est sans torsion si Ker(t : J ~ J) = 0 . Chaque 

J ® 7l(tn est alors plat sur 7l/tn (i.e. à fibres des 7l/tn -modules libres de 

type fini). On dédui t de 2.4 2.5 que pour tout '1>-faisceau J il existe un 

entier n tel que J/Ker(t
n

) soit sans torsion. 

2.9.- La catégorie abélienne des ~t-faisceaux sur X est le quotient de celle 

des zt-faisceaux par la sous-catégorie épaisse de 7l t-faisceaux de torsion. En 

termes équivalents, ses objets sont les 7l
t
-faisceaux et, notant J ® ~t 

faisceau J ,vu comme objet de la catégorie des ~t-faisceaux, on a 

le 7l -
t 

La fibre d'un ~ -faisceau 
t 

en un point géométrique x de x est la 

~t-espace vectoriel de dimension finie 

2.10.- Soient X un schéma séparé de type fini sur un corps algébriquement clos 

k et J un ~t-faisceau constructible sur X Soit J'un 7l
t 

-faisceau cons-

tructible tel que J ~ J' ® ~t . Nous verrons en (4.11) que 

est un ~t-espace vectoriel de dimension finie. Il ne dépend que de ) et se 
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La preuve n'utilise pas que t soit premier à la caractéristique, 

mais seul ce cas nous intéresse. 

2.11.- Dans cet exposé, tous les calculs importants se feront au niveau des 

'll/ t n 
-faisceaux, le passage aux Olt -faisceaux ne se faisant qu'en tout dernier lieu. 

En pratiqué, il est toutefois souvent commode de travailler systématiquement avec 

des Olt-faisceaux. Dans les exposés V et VI de SGA 5, Jouanolou donne le formalis­

me qui rend cela possible. Un des résultats essentiels (VI 2.2) est que si 

f : X ~y est un morphisme séparé de type fini de schémas noethériens, et J 

un 'll t-faisceau sur 

"tfm"Rqf Cl' ® 'll/ t n
) 

+- ! 

y ,alors, pour chaque 

est un 'llt -faisceau sur 

q , le pro-faisceau 

y Il démontre même une propriété 

de régularité plus forte (à la Artin-Rees) pour le système projectif des 

Jouanolou se place même dans un cadre plus général, englobant le cas très 

utile des E\-faisceaux, pour une extension finie de . Ils sont définis 

comme l'ont été les Olt-faisceaux, avec Olt remplacé par EÀ,'ll t par l'anneau 8\ 

de la valuation ).. et 'll/ t n par !!.\/nn ,pour n une uniformisante. Il 

reviendrait au même de définir un E\-faisceau comme un Olt-faisceau J ,muni 

d'un homomorphisme E\ -----? End(J) 
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3.- Formule des traces et fonctions L • 

On utilise les notations du §l, et t est un nombre premier ~ p 

Soient Xo un schéma séparé de type fini sur :IF (q '" /) 
q et Jo un 

~t-faisceau constructible sur x 
o 

. L'interprétation cohomologique de Grothendieck 

des fonctions L est le théorème suivant : 

f' ( 1)i+1 
lJ!det(l-F*t ,H~(X,J» -
~ 

Il est obtenu comme conséquence de la formule des traces 

Théorème 3.2.- Pour tout entier n 

Rappelons brièvement la méthode classique pour déduire 3.1 de 3.2. Posons 

T t
f 

; les deux membres sont des séries formelles en T , de terme constant 1. 

Puisque ~t est de caractéristique a , il suffit de prouver que les dérivées 10-

garithmiques 
d 

TdT log des deux membres sont égales. 

Pour calculer ces dérivées logarithmiques, nous utiliserons la formule 

T~ log det(l-fT)-l 

dont la démonstration (dans un cadre un peu plus général) est rappelée ci-dessous. 

Au premier membre, on trouve 

L 
x E IXo 1 

L [k(x) 
n 

= I: T
n

. L Fn 
n>o xEX 

et au second membre 

on compare terme à terme. 
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Proposition 3.3. - Soient A un anneau commutatif, M ~ A-module projectif de 

type fini et f un endomorphisme de M Pour toute série formelle inver-

sible Q 

(3.3.U log det (l_fT)-l 

Soit M'un A-module tel que M ffi M' soit libre de rang fini. Remplacer 

(M,f) par (M ffi M', f ffiO) ne change pas les deux membres de 3.3, et nous ramène 

au cas où M est libre. Pour M = Ad , (3.3.1) est une identité algébrique por­

tant sur les coefficients f~ de f . Par le principe de prolongement des iden-
1. 

tités algébriques, il suffit de la vérifier pour A un corps algébriquement clos 

de caractéristique 0 . Les deux membres étant additifs en M dans une extension 

o ~ M' ~ M ~ M' ~ 0 ,il suffit même de ne traiter que le cas où M est de rang 

1 . Si f est la multiplication par a, (3.3.1) se réduit alors à la formule 

Corollaire 3.4. - Soient n un entier, et f(n) l'endomorphisme 

(3.4.U 

Procédant Comme en 3.3, on se ramène à supposer que A est de caractéris-

tique 0 • Il suffit alors de vérifier que les dérivées logarithmiques 

des deux membres sont égales. On a 

et on observe que 

= 0 si nlm 

n d n 
-n T dTn log det(l-f T ) 

L 
m>o 
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Remarque 3.5.- Pour A = ~t ' (3.4.1) est le cas particulier " Spec(]F n) 
q 

de 

3.1. Utilisant cette identité, il est facile de vérifier directement que le second 

membre de 3.1 est indépendant de q, et du morphisme structural Xo ---7 Spec(wq ). 

Remarque 3.6.- Si Xo ~ Xo est une compactification de Xo ' on a 

. Ceci ramène 3.1 au cas propre, et 

explique l'usage de la cohomologie à supports propres. Pour X propre, 3.2 a la 

forme d'une formule des traces de Lefschetz. On notera que les termes locaux 

Tr(Fn* 3' ) , x (x E X
Fn

) ne dépendent que de la fibre de 3' en x , et ne sont pas 

affectés de mut tiplici té. Pour X et J lissffi,cela correspond au fai t que le graphe de 

F est transverse à la diagonale (puisque dF" 0 ). 

Remarque 3.7.- Si on admet le formalisme des ~t-faisceaux (cf. 2.11 ; il faut 

disposer de la suite spectrale de Leray et du théorème de changement de base pour 

les images directes supérieures , il est facile de ramener la preuve de 

3.1, 3.2 au cas où X 
o 

es t une courbe l'isse et où est lisse. Ceci est clai-

rement expliqué dans [2 J §5 (pour 3.1; 3.2 se traite de même), 

3.8.- On dispose de deux méthodes pour prouver 3.2 •. 

A. Lefschetz-Verdier : Si X 
o 

est propre (cf. 3.6), la formule des traces géné-

raIe de Lefschetz-Verdier permet d'exprimer le second membre de 3.2 comme une 

somme de termes locaux, un pour chaque point de . Dans la version originale 

de SGA 5, cette formule n'était prouvée que modulo la résolution des singularités. 

Le lecteur trouvera une preuve inconditionnelle dans la version définitive. Dans 

le cas des courbes, cas auquel on peut se réduire (3.7), les ingrédients de la 

démonstration étaient d'ailleurs tous disponibles. 

Pour déduire 3.2 de la formule de Lefschetz-Verdier, il faut pouvoir en cal-

culer les termes locaux. Pour une courbe et l'endomorphisme de Frobenius, cela 

avait été fait par Artin et Verdier (voir J.L. Verdier, the Lefschetz fixed point 

theorem in etale cohomo1ogy, Proc. of a conf. on Local Fields, Driebergen (Springer 

Verlag 1967) et la version définitive de SGA 5). 
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B. Nie1sen-Wecken : Une méthode inspirée des travaux de Nielsen et Wecken permet 

de ramener 3.2. à un cas particulier prouvé par Weil; c'est ce qui sera expliqué 

dans les paragraphes suivants. 
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4.- Réduction à des théorèmes en 7Z/ in-cohomologie. 

Nous prouverons 3.2 par passage à la limite à partir d'un théorème analogue 

en 7l./ t n -cohomologie. L'énoncer présente la difficul té suivante. Soient x 
o 

un 

schéma séparé de type fini sur Wq , et ~o un faisceau plat et constructible de 

7l./ tn-modules. Ses fibres sont des 7l./ tn-modules libres de type fini, et le membre 

de gauche de 3.2 a donc un sens (c'est un élément de 7l./ t
n

) . Par contre, les 

Hi(X,~) ne seront en général pas libres, de sorte que le membre de droite n'est 
c 

pas défini. Obvier à cette difficulté est l'un des usages essentiels faits par 

Grothendieck de la théorie des catégories dérivées. 

4.1.- Pour la définition de la catégorie dérivée D(û) d'une catégorie abélienne 

û ,et celle des sous-catégorie D+(û) , D-Cû) ,DbCû) ,je renvoie au texte de 

Verdier dans ce volume. Pour A un anneau, on écrit D(A) au lieu de D(catégo-

rie des A-modules à gauche pour X un site, on écrit D(X,A) au lieu de 

D(catégorie des faisceaux de A-modules à gauche). De même pour , etc ... 

Le signe R (resp 
:0:., 

gauche). Par exemple, ° 
L , ou :0:.,) indique un foncteur dérivé droit (resp. 

indique le foncteur dérivé du produit tensoriel: pour 
:0:., 

comme suit: on prend des quasi-isomorphismes K' ~ K et L' ~ L ,avec 

K' et L' bornés supérieurement et l'un d'eux à composantes plates, et le simple 

complexe g(K' 0
A 

L') associé au complexe double K' 0
A 

L' 

4.2. - Même pour trai ter le seul cas de la 7l./ t
n 

-cohomologie, nous aurons besoin de 

la théorie des traces d'endomorphismes de modules sur des anneaux non nécessairement 

commutatifs (des algèbres de groupes finis 7l./ tn[GJ) . Ces traces ont été intro-

duites par Stallings et Hattori ; cf. le récent article de H. Bass: Euler charac-

teristics and characters of discrete groups, Inv. Math. 35 (1976) p. 155-196. 

Soit A un anneau (à unité, mais non nécessairement commutatif). On 

désigne 
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par le quotient du groupe additif de A par le sous-groupe engendré par les 

commutateurs ab-ba • Si f est un endomorphisme du A-module à gauche libre An, 

de matrice f~ 
l 

, on note Tr(f) l' image de dans A"'\ . Si f et g sont 

deux homomorphismes , on vérifie aussitÔt que Tr(fg)= Tr(gf) . 

Soit f un endomorphisme d'un A-module projectif de type fini P . Ecri-

vons P comme facteur direct d'un module libre An: cela signifie choisir un mo-

dule p' ,et un isomorphisme a : P ffi p' ~ An ,soit encore choisir un ho-

momorphisme a: P ~ An ,et une rétraction b : An ~ P (prendre 

p' = Ker(b» Soit fI = a(f $O)a-l = afb . On pose Tr(f) = Tr(f') Cet élé-

ment de A kI ne dépend que de f : si un autre choix P ~ Am est fait, on a 
~ 

a = a(dc)(ba) ,d'oÏl 

TR(afb) Tr( adcba fb) Tr (cba fbad) Tr(cfd) 

Si f est un endomorphisme d'un A-module projectif de type fini 7L./2 -gradué, 

de composantes f~ 
l 

, on pose 

Tr(f) 

S'il Y a risque d'ambiguité, on écrira plutôt Tr(f;P) . Si les homomorphismes 

sont homogènes, on vérifie aussitôt par réduction au cas libre que 

(4.2.0 Tr(fg) Tr{(_Udegf.deg g gf) 

Si f est un endomorphisme d'un A-module 7L./2-gradué filtré (P,F) ,de 

i filtration finie, compatible à la graduation, et que les GrF(p) sont projectifs de 

type fini, alors P est projectif de type fini, et 

(4.2.2.) Tr{f;p) 

(scinder la filtration pour se ramener au cas d'une somme directe). 

4.3.- Un module 7L.- gradué sera considéré comme 7L./2 -gradué par la parité du degré. 

En particulier, si f est un endomorphisme d'un complexe borné de A-modules pro-

jectifs de type fini, on pose 
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(4.3.1. ) Tr(f) 

D'après 4.2.1., si f est homotope à zéro, Tr(f) 0 

(4.3.2. ) f dR + Rd ~ Tdf) o 

Soit K f(A) la catégorie d'objets les complexes bornés de A-modules pro­par 

jectifs de type fini, et de flèches les morphismes de complexes pris à homotopie près. 

Le foncteur Kparf(A) ~ D(A) est pleinement fidèle. On note Dparf(A) 

image essentielle. Les formules (4.2.1)(4.3.2.) permettent de définir Tr(f) 

son 

pour 

f un endomorphisme de K E Ob D f(A) par (et cette trace ne dépend que de la classe 

d'isomorphie de (K,f» 

4.4.- Rappelons que la catégorie dérivée filtrée DF(a) d'une catégorie abélienne 

a est la catégorie déduite de celle des complexes d'objets filtrés de filtration 

finie de a en inversant les quasi-isomorphismes filtrés (= morphismes de complexes 

filtrés induisant un quasi-isomorphisme sur le gradué associé). On dispose de fonc­

teurs "complexe sous-jacent" : DF(a) ~ D(a) : (K,F) 1----7 K et IIpième compo-

sante du gradué" : DF(a) ~ D(a) : (K,F) ~ Gr~(K) 

Soit 

tra tion finie 

KFparf(A) la catégorie d'objets les complexes bornés filtrés de fil­

(K,F) avec des GrP(Kq) projectifs de type fini, et de flèches les 
F 

morphismes de complexes respectant la filtration, pris à une homotopie respectant 

la filtration près. Le foncteur KF f(A) ~ DF(A) par 
est pleinement fidèle ; son 

image essentielle DF f(A) est formée des (K,F) dans DF(A} , tels que les 

Gr~(A) 

alors 

(4.4.0 

par 

soient dans D f(A) et presque tous nuls ; par 

K est dans D f(A) par 

D'après 4.2.2., si f est un endomorphisme de 

Tdf,K) L Td f, Gr~(K}) 
p 

si (K,F) est dans DF f(A) par 

(K,F) E Ob DF f(A) , on a par 

4.5.- Soient A un anneau, et K E Ob D (A) . On dit que K est de 

Tor-dimension ~ r si pour tout A-module à droite N ,les hypertors 
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• :n:, 
HL(N ®A K) sont nuls pour i < -r Il est dit de Tor-dimension finie si cette 

condition est vérifiée pour un r 

On emploie la même terminologie pour un complexe de faisceaux 

Lemme 4.5.1.- Soient A un anneau noethérien à gauche, et K E Ob D-CA) 

K soit dans D fCA) par il faut et il suffit qu'il soit de 

Tor-dimension finie et que les Hi(K) soient de type fini. 

Quitte à remplacer K par un complexe isomorphe (dans D-(A» , on peut 

supposer K borné supérieurement et à composantes libres de type fini (cf. 4.7. ci­

dessous). Si K est de Tor-dimension ~ r , les Hi(K) sont nuls pour i <-r 

K-r/lm(d) admet la résolution libre 

:n:, 
et pour tout A-module à droite N, H-r-k(N ®AK) 

pour k ~ l 

Par hypothèse, ces groupes sont nuls; le module Kr/lm d est donc plat de 

présentation finie, i.e. projectif de type fini. Le quotient 

de K est quasi-isomorphe à K , et ceci montre que K E Ob D f(A) par 

Proposition-définition 4.6.- Soient X un schéma noethérien, et A un anneau noe-

thérien à gauche. On note la sous-catégorie de formée 

des complexes K vérifiant les conditions équivalentes suivantes : 

i) K est isomorphe (dans D-CX,A» à un complexe borné de faisceaux de 

A-modules plats et constructibles. 

ii) K est de Tor-dimension finie et les faisceaux ~i(K) sont cons truc ti-

bles. 
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Même argument qu'en 4.5., à partir du lemme suivant. 

Lemme 4.7.- Si un complexe de faisceaux de A-modules est tel que les gi(K) soient 

constructibles, et nuls pour i grand, il existe un guasi-isomorphisme 

K' ~ K , avec K' borné supérieurement à composantes constructibles et 

On construit K' en se propageant de droite à gaucne. Pour un m tel que 

les gi(K) (i ~ m) soient nuls, on prend K,i o pour i ~ m • Supposons ensui te 

déjà construits les K,i pour 

n-l 
... ~K 

i > n 

degré n + l . Définissons des faisceaux A et B par le diagramme cartésien 

~ Ker(d) 

Î 
--------;,.) Ker(d) 

Alors, B est constructible, u est surjectif, et pour avancer d'un pas, 

il suffit de construire K
n 

plat et constructible et v : K
n ~ A tel que uv 

soit surjectif. Que ce soit possible est garanti par le lemme suivant. 

Lemme 4.8.-.Soit v : A ~ B un épimorphisme de faisceaux de B 

constructible. Il existe alors u: K ~ A avec K plat et cons truc ti-

ble et vu 

Le faisceau A est quotient d'une somme de faisceaux de la forme ~,A 

pour ep:U ~ X étale. Puisque B est noethérien CSGA 4 IX 2.10), une somme 

finie de ceux-ci s'envoie déjà sur B ,d'où le lemme. 
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Théorème 4.9.- Soit F: X ----7 Y un morphisme séparé de type fini de schémas 

noethériens. Si alors 

Rappelons que si X ~ X ~ y est une compactification relative de 

X/Y ,on a par définition Rf, = Rf,~oj! ,où Rfl< est le foncteur dérivé du 

foncteur f" Cette formule ramène la preuve de 4.9 au cas où f est propre. Pour 

f propre, fi, est de dimension cohomologique finie; ceci permet de définir Rf" 

sur la catégorie dérivée tout entière, et aussi comme un foncteur 

Par composition, on définit de même en général 

Pour tout A-module à droite N ,on a (preuve donnée ci-dessous) 

(4.9.0 
lL ~ lL 

N ® Rf!K ----7 Rf! (N ® K) 

Déduisons 4.9. de (4.9.1.). 

a) La suite spectrale 

et le théorème de finitude pour Rft ,montrent que RftK E Ob Db(X,A) et est à 

cohomologie constructible. Reste à prouver la Tor-dimension fi~ie (4.6.). 

b) Si K est de Tor-dimension ~ -r ,il en est de même pour RftK 

. lL 
on a !J.~(N 0 

lL 
N 0 K , les 

Rf l K) = !J.i (Rf! (N! K)) et, dans la sui te spectrale ci-dessus pour 

E~q sont nuls pour q < r -a fortiori pour p+q < r -

Prouvons 4.9.1., en restant au niveau des complexes. 

a) Utilisant la formule de définition Rf~ Rfi,o j! ,on se ramène à supposer f 

propre. 
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b) Représentons K par un complexe borné supérieurement à composantes acycli-

ques pour f., 

sible de travailler ainsi avec des complexes bornés supérieurement que parce que 

f* est de dimension cohomologique finie. 

c) Si L un A-module à droite libre, on a RPf*(L ® K
q

) 

vial pour A libre de type fini, et le cas général s'en déduit par passage à la 

limite. Le faisceau L ® K
q 

est acyclique pour f., 

:IL 
d) Soit N* une résolution libre de N On a N ® K ~ ~(N" ® K) (complexe 

simple associé au complexe double N* ® K) D'après c) , 

:IL :IL 
Rf*(N ® K) ~ Rf*(~(N* ® K»~f*(;;(N*®K »:::::: ~(N,~ f*K)~ N ® Rf*K 

soit la formule annoncée. 

Lorsque Y est le spectre d'un corps séparablement clos, le foncteur Rf! 

s'identifie à un foncteur noté 

Théorème 4.10.- Avec les notations du §l, soient x 
o 

un schéma séparé de type fini 

sur Wq ,et A un anneau noethérien de torsion, tué par un entier premier 

à p . Soit • Avec la définition 4.3. des traces, on 

a pour tout n 

(4.10) 

Dans la fin de ce §, nous allons déduire 3.2. de 4.10., et prouver 2.10. 

4.11.- Preuve de 2.10.- Soit X un schéma séparé de type fini sur un corps algé-

briquement clos k , et soit Q un ~ -faisceau sur X 
t 

. D'après 2.8. on peut 

l'écrire sous la forme , avec 3' un zt-faisceau sans torsion. Posons 

K 
n 

D'après 4.9., on a 

turelle 

K E Ob D (ZZnn+l) et il résulte de 4.9.1 que la flèche na-n parf ' 
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lL 
(4.11.1) Kn ®?lltn+l ?l/tn--7 Kn_1 

est un isomorphisme. Le problème de la définition de cette flèche est discuté en 

4.12 

On peut maintenant invoquer SGA 5 XV 3.3 (p. 31, 1-2 à la fin; ce passage 

est indépendant du resœ de SGA 5) pour réaliser chaque Kn par un complexe borné de 

?lI t
n

+1-modu1es libres de type fini, et les flèches 4.11.1 par des isomorphismes de 

complexes 

K ®?ll t
n ~ K 1 n n-

Soit K le complexe tim K .... n 
. C'est un complexe borné de ?lt -modules libres, et 

(tout système projectif de groupes finis vérifie en effet la condition de Mittag­

Leffler), et Ri(K) est un ?lt -module de type fini. On a 

c'est un ~t-espace vectoriel de dimension finie 

4.12.- La flèche (4.11.1) - Pour définir la flèche 4.11.1, on ne peut pas procéder 

comme en 4.9., Le. résoudre ?lltn par un complexe de ?lI tn+l-modules libres, 

puisqu'on veut construire un isomorphisme dans . La flèche voulue est 

un cas particulier de la flèche d'extension des scalaires suivante. 

(if) Soit A --7 1\' un homomorphisme d'anneaux nœthériens de torsion. Pour X un 

schéma séparé de type fini sur k algébriquement clos, et K E Obctf(X,A) , on a un 

isomorphisme 

lL 
----7) Ric (X,K ®A A') 

Des flèches plus générales sont construites dans SGA 4 XVII 4.2.12 . La mé-

thode est la suivante : 
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ouverte nous ramènent au cas Où X est propre. 

b) Pour X propre, il s'agit de remplacer K par un complexe borné à composantes 

acycliques pour le foncteur r , et de fibre en tout point géométrique (ou seule-

ment en tout point fermé) homotope à un complexe de À-modules pla~ Pour un tel 
JI, 

complexe, on a r(X,K) ~ Rr(X,K) et K ®ÀÀ' ~ K ®AÀ' ; la flèche (4.11.1) est dé-

finie comme la composition 

JI, JI, 

RreX,K) ®AA' ----7 r(X,K) ®AÀ' -----7 reX,K ®AA') ~ RreX,K ®f,A') 

c) Il reste à montrer qu'il est possible de remplacer K par un complexe du type 

voulu (SGA 4 XVII 4.2.10). On remplace d'abord K par un complexe borné à compo-

santes plates (4.6), puis on en prend une résolution flasque canonique tronquée 

(ceci ne modifie pas le type d'homotopie des complexes fibrés, et on tronque assez 

loin pour que soit vérifiée la condition d'acyclicité pour 1 (i.e. au-delà de la 

dimension cohomologique de r». 

4.13.- Preuve de 3.2.- Pour simplifier les notations, nous ne traiterons que le cas 

n = 1 de 3.2. Le cas général s'en déduit en remplaçant W
q 

par 

Xo ®W W n • On l'obtient aussi en remplaçant ci-dessous F par Fn 
q q 

, et Xo par 

Soient donc Xo séparé de type fini sur Wq , et 40 un ~t-faisceau sur 

X o 

K 
n 

On a 40 = 3'0 ® ~t ' pour ?lt -faisceau sans torsion convenable 3'0 Soit 

Rrc (X, 3' ® ?lI t n) . Les morphismes de Frobenius induisent des morphismes 

---->-~ K 
n 

(dans 

qui se déduisent les uns des autres via les isomorphismes 4.11.1. 

Réalisons comme en 4.11 les Kn et les isomorphismes 4.11.1 au niveau des 

complexes. Le passage déjà cité de SGA 5 XV 3.3 permet de réaliser les morphismes 

F~~ par des endomorphismes de complexes, encore notés Fi~ ,qui se réduisent les 

uns sur les autres. On note encore F'~ leur limite projective, et les endomorphis-

mes qui s'en déduisent. Puisque R~(X,q) = Ri(K) ® ~t 

98 



la convention de signe de .1) 

Appliquons 4.10 à 

fi = '!lI t n+1 . On trouve que 

- 23 -

t!m Tr{Flf,K*n) ,. 
n 

Rapport 

(vu comme complexe réduit au degré 0), pour 

lv
n+l r Tr(F*,Gk) mod 

x E XF 

et 3.2. en résulte par passage à la limite. 
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5.- La méthode de Nielsen-Wecken. 

Dans ce chapitre, nous prouvons deux cas particulie~de 4.10. Le cas géné-

raI sera considéré au chapitre suivant. 

Lemme 5.1.- Le théorème 4.10 est vrai pour x 
o 

de dimension o 

En dimension 0 , la formule (4.10.1) vaut pour toute correspondance, et 

non seulement pour les itérés d'un Frobenius. Elle est un cas particulier de l'énon-

cé suivant (appliqué à XCIF) , K et aux Fifn ) . 

(*) Soit X un ensemble fini, 

Ona 

F : X --7 X , K E Ob D f(X, fi) Et: Fif:F*K ---7 K par 

me u 

L F Tr(F*,K ) = Tr(F*,rCX,K» 
x E X x x 

On a r(X,K) =x t X Kx 

x t X Kx --7 x t X 

et la formule résulte de ce que pour tout morphis-

, de matrice , on a Tr(u) 

Lemme 5.2.- Soient fi un anneau noethérien de torsion, tué par une puissance du 

nombre premier t ~ p X 
o 

une courbe projective, lisse et connexe sur 

un ouvert dense de X et G un faisceau locale-
o 0 

ment constant de fi-modules projectifs sur u o 
On a 

L F Tr(F*,G ) 
x EUx 

Plus précisément, nous déduirons 5.2 du 

Théorème 5.3.- Soient X une courbe projective non singulière sur un corps algé-

briquement clos k,f un endomorphisme à points fixes isolés de X ~ 

v(f) le nombre de points fixes de f chacun étant compté avec sa multi-

plicité : v(f) est le nombre d'intersection du graphe de f avec la dia-

gonale de X X X Alors, pour t premier à l'exposant caractéristique de 

k ,~ 
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Ce théorème est dû à Weil ([4J, nO 43,66 et 68) et la démonstration de Weil 

est reproduite dans Lang [3J (VI §3 th.6 combiné avec VII §l th.3). On peut aussi le 

déduire du formalisme de la classe de cohomologie associées à un cycle ([CycleJ~~. 

Corollaire 5.4.- Soit 

f-1CU) = u 

u ~ X un ouvert dense de X ,tel que 

f dans x- U sont de mul tipI ici té un, 

alors le nombre vU(f) de points fixes de f ~~ 

avec sa multiplicité) est 

U (chacun compté 

Soit F l'ensemble fini x-u . La suite exacte de cohomologie définie par 

la suite exacte courte o --7 j, !Il
t 
--7 !Il

t 
--7 !IltF --7 0 

fournit, avec la convention de signe de 3.1. 

La trace de f* sur !Il~ est le nombre vF(f) de points fixes de f dans F 

1 'hypothèse de multiplicité unassure donc que 

comme promis. 

La preuve de 5.2. utilise quelques lemmes que nous allons développer mainte-

nant sur un cas particulier des traces non commutatives 4.2.- Pour abréger, nous 

dirons projectif pour projectif de type fini. 

5.5.- Soient A un anneau, et H un groupe fini. L'application L ah.h ~ classe 

de ae , de l'algèbre de groupe A[H] dans A" ,s'annule sur les commutateurs 

ab-ba de A[H] Elle se factorise donc par 
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Si F est un endomorphisme d'un A[RJ-module projectif P ,on pose 

R 
Tr A (F) 

où au second membre figure la trace 4.2. Pour éviter des ambiguités, on écrira par-

fois cette trace 

Proposition 5.6.-

Les propriétés formelles des traces nous ramènent à ne traiter que le cas 

où P lI[R] L'endomorphisme F est alors la multiplication à droite par un élé-

a e 

5.7- Soient A un anneau commutatif et 11 une A-algèbre. La multiplication par 

un élément de A passe au quotient pour définir une structure de A-module sur A~ 

Si R est un groupe fini, P un A[R]-module projectif et M un A[R]-module, 

projectif en tant que A-module, on sait que le A-module P i8)AM, muni de l'action 

diagonale de R , est un A[R]-module projectif. En effet: 

a) Il suffit de le vérifier par P A[R] 

b) Le A-module P ®AM ,muni de l' ac tion de R définie par son ac tion sur le pre­

mier facteur, est clairement un lI[H]-module projectif; notons le CP ®AM) , 

c) L'application h ® m ----? h ® induit un isomorphisme 

(5.7.1) 

Proposition 5.8.- Avec les notations précédentes, si u est un endomorphisme de P 

~ v un endomorphisme de M 

On se ramène à supposer que P = A[R] 

multiplication à droite m x 

(5.7.1) transforme u ® v en 

par un élément x 
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5.9.- Soient G un groupe extension de ~ par un groupe fini H 

et e;+ l'image inverse de JN Soient A un anneau, et P un A[G+J-module, pro-

jectif en tant que A[H]-module. Si g E C+ on note le centralisateur de g 

dans H ; la multiplication par g est un endomorphisme de P vu comme 
Z 

A[Z ]-module . Pétant A[Z ]-projectif, une trace Tr,g(g) est définie. D'après 
g g il 

5.6., on a 

(5.9.1) 

Supposons que A soit une algèbre sur un anneau commutatif A Pour P un 

A[G+]-module, projectif en tant que A[H]-module et M un A[G+]-module, projectif 

en tant que A-module, le A[G+J-module P ®AM (action diagonale de G+) est pro-

jectif en tant que A[H]-module et d'après 5.8., pour tout g E C+ on a 

Z 
(5.9.2) TrAg(g,p)· Tr A (g,M) 

5.10.- Soient P un A[G+]-module, projectif en tant que A[H]-module, et PH les 

coinvariants de H dans P . C'est un A-module projectif. L'action de g E C+ 

passe au quotient, et définit un endomorphisme de qui ne dépend que de l'image 

de g dans JN • Nous notons F l'action des éléments g E G+ d'image l 

Z 
Proposition 5.11,- TrA(F,P

H
) = J'l TrAg(g,p) ,où 

l 
désigne une somme étendue 

aux classes de H-conjugaison d'éléments de G+ d'image 

Après multiplication par IHI ,cette formule peut se vérifier comme suit: 

Choisissons un élément g E G+ d'image 1 dans JN et soit cr l'auto-

morphisme A[H] induit par l'automorphisme adg de H Il revient au même de 

se donner un A[G+]-module, ou un A[H]-module muni d'un endomorphisme cr -linéaire 

, Dans ce langage, la formule 5.11 prend la forme: 
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pour P un A[H]-module projectif et pour y un endomorphisme 0 -linéaire de P, 

on a 

L'est une somme sur les classœde adg -conjugaison dans H Corbites de H a­

gissant sur lui-même par les x ~ hxadgCh)-l} 

Sous cette forme, les propriétés des traces nous ramènent aussitôt au cas 

où P = A[H] L'endomorphisme y a alors la forme x ~ o(x) a ,avec 

. Il suffit de traiter le cas universel où les sont des 

indéterminées. Dans ce cas, A = Zl< ah>h EH (polynômes non commutatifs) et fi .... 

est sans torsion: on obtient 5.11 par l'argument du début et division par IHI 

On peut aussi calculer directement. 

Remarque 5.11.1.- Tout ce qui a été dit ci-dessus s'applique aussi bien aux modules 

Zl/2 -gradués, ou aux complexes de modules Ccf. 4.2, 4.3} . 

5.12.- Reprenons les notations de 5.2, et soit A = Zl/ t n ,n étant assez grand 

pour que A soit une A-algèbre. Soit f : V ------:> U un revêtement fini étale et 
o 0 

connexe de Uo ,galoisien de groupe de Galois H ,et tel que le faisceau 

f*G 
o 

soit constant. On note M la valeur constante de , c'est 

un A[H]-module, projectif en tant que A-module. 

Le faisceau f~fA sur U , muni de l'action naturelle de H , est un 
. 0 

faisceau localement libre (de rang un) de A[H]-modules. Le complexe RrcCU,f~fA} 

est donc objet de D fCA[HJ) par Il est muni d'un endomorphisme de Frobenius 

Pour l'action naturelle de H sur 
~f 

f· f G 
" 0 

, le morphisme trace 

~f 
f~/ Go ------:> Go se factorise par un isomorphisme 

Par ailleurs, on a f~fA ®A M (avec action diagonale de H) 

104 

F* 



- 29 - Rapport 

L'isomorphisme 

se dérive (4.12) en un isomorphisme 

L'endomorphisme Flf du membre de gauche se déduit de l'endomorphisme F" 

de RrcCU,f"A) . Le complexe de A[H]-modules RrcCU,flfA) muni de Fif ,peut 

être vu comme un complexe de A[C+]-modules, pour C+ = H X lN . Les formules 5.10 

et 5.9.2., amplifiées par 5.11.1, fournissent donc 

Tr(F",Rrc (U,C» 

Où Z' est une somme sur les classes de conjugaison dans H . De plus, 

Z 
hChFif,Rr (U,f A» 

c lf 

Cette formule reste vraie pour A = 711 t
m 

,avec m de plus en plus grand. Passant 
Zh 

à la limite, on trouve que TrA (hFlf,Rrc(u,f"A» vaut 

(un élément de zt) ,et 

5.13.- Il reste maintenant à appliquer 5.4 (noter que si V est la complétion pro­

jective non singulière de V , les points fixes de Fh- l sont tous de multiplicité 

un). On peut le faire sans aucun calcul: 

A. Si =0 Tr(Flf,Rrc (U,C» o 

En effet, Fh-1 n'a pas de point fixe sur V ,5.4. montre que 

E(_Oi Tr(CFh-l)lf , H~CV,!IIt» = 0 et on applique 5.12.1 

105 



Rapport - 30-

B. Dans le cas général, soit j : U' = U - UF ~ U • La filtration 

G 
o 

induit une filtration de 

D'après 4.4.1 et 5.1, on a 

de quotients successifs 

Tr(Fl',RIC(U,G») = Tr(Fl<,Rlc(U' ,G» + I: Tr(Fi.,G) 
x E UF x 

et, puisque U' F = 0 ,le premier terme au second membre es t 0 
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6.- Fin de la preuve de 4.10. 

Prouvons 4.10., sous les hypothèses additionnelles que l'anneau A est 

annulé par une puissance d'un nombre premier t # p ,et que n = 1 Le cas gé-

néral en résultera: décomposer A en ses composantes t-primaires Ct parcourant 

les nombres premiers), et remplacer JE' 
q 

par 

Pour Xo séparé de type fini sur JE'q 

et 

Il faut prouver l'identité 

On commence par observer que T'et Tf1 Cnotés génériquement T) obéissent à un 

même formalisme 

(A) Si Uo ~ Xo est un ouvert de Xo ,de fermé complémentaire Yo ,on 

a 

c'est clair pour T' Pour Tf1 
, on observe que la filtration 

de K 
o 

induit une filtration de 

sifs RrcCU,K) et Rrc(y,K) ,et on invoque 4.4.1 

Rrc(x,K) , de quotients succes-

[plus exactement énoncé : 

Ko ,muni de la filtration dite, définit un objet de DFCX,A) ; par application 

de on en déduit un objet de 

et de gradué comme dit J. 

DF fCA) par , auquel est sous-jacent, 

(B) Si K o 
est un complexe borné à composantes constructibles et plates, 
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c'est clair pour T' ; pour Til ,on applique l'argument ci-dessus à la filtration 

bête de Ko ,pour obtenir 

(C) Pour f 

et la même identité vaut pour 

et 

T' (X ,K ) 
o 0 

T' si les fibres de 

1 

-1 
(y),K

o 
f (y» 

f aux points rationnels de y 
o 

Utilisant ce formalisme, et 4.7., on ramène la preuve de 4.10 aux deux par-

ticuliers 5.1. et 5.2. 
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FONCTIONS L MODULO ~,n ET MODULO p. 

Dans cet exposé, je prouve une formule analogue au théorème du rapport sur 

la formule des traces (ce volume; cité "Rapport" par la suite) pour un anneau de 

coefficients A qui soit de torsion premier à p, ou un corps de caractéristique 

p . Un usage essentiel sera fait de SGA 4 XVII 5.5 . 
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1. Tenseurs symétriques •............................................•• 2 
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2 - Fonction L mod.tn 

1.- Tenseurs symétriques. 

1.1.- Soit A un anneau commutatif. Pour une liste des propriétés des foncteurs 

ln : (A-modules) ~ (A-Modules), je renvoie à SGA 4 XVII 5.5.1 et 2. Rappelons 

seulement que pour M plat (en fait, seul le cas où M est projectif de type fini 

nous intéresse), on a 

n g 
(0 M) n 

1.2.- Soient X un S-schéma, 

projection de xn/S sur 

faisceau de A-modules sur X 
n 

(tenseurs symétriques de degré n) 

la puissance fibrée ième 
n de X et TI la 

(supposé exister). Si G est un 

le produit tensoriel externe de n copies de 

G : ~G , est un faisceau g -équÎ\rari 
n 

sur Xn/s . Nous aurons à faire usage du 

foncteur ln externe de SGA 4 XVII 5.5.7 à 9 Rappelons seulement que pour G 

un faisceau de A-modules plats (en fait, seul le cas constructible et plat nous in-

téresse), on a 

Lemme 1.3.- Pour S = Spec(k) ,~ k algébriquement clos, X une somme finie 

de copies de S et G un faisceau plat de A-modules sur X 

En effet, 

,(symnS(X) , ,n (G» 
ext 

n g 
~ G) n 

on a 

n g 
(® r'<X,G» n 

1.4.- Nous aurons à utiliser les dérivés des foncteurs non additifs 

La théorie de tels foncteurs dérivés est due à Dold et Puppe (Homologie 

nicht additiver Funktoren. Anwendungen. Ann. Inst, Fourier XI 1961, p. 201-312). 

Pour des rappels plus complets que ceux donnés ci-dessous, je renvoie à SGA 4 XVII 

5.5.3. 
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Soit G une catégorie abélienne (voire une catégorie additive où tout en-

domorphisme idempotent soit la projection sur un facteur direct). Notons N le 

foncteur de normalisation N : (complexes cosimpliciaux d'objets de G) ~ 

(complexes différentiels d'objets de , avec pour i < 0) . C'est une 

équivalence de catégories. Ainsi que son inverse, elle transforme morphismes homo-

topes en morphismes homotopes. Si T est un foncteur G ~ e , et si K est 

un complexe d'objets de , à degrés positifs pour i < 0) , on pose 

Exemple 1.5.- Si K est réduit à M en degré 0 TK est réduit à TM en de-

gré 0 

1.6.- Si K est un complexe borné, à degrés positifs, de A-module projectifs de 

type fini, le complexe de A-modules rnK a les mêmes propriétés. 

Notons ~Of(A)lasrus-catégorie de D f(A) (Rapport 4.3.) par par formée des 

complexes de Tor-dimension ~ 0 . On voit que induit un foncteur 

~O (A) ~ ~O (A) 
parf parf 

Pour la définition analogu~ mais plus compliquée, de Lr:xt ,je renvoie 

à SGA 4 XVII 5.5.14. 

1.7.- Soient K un complexe borné de A-modules projectifs de type fini, et u un 

endomorphisme de K . On note det(l-ut,K) la série formelle de terme constant 1 

fT i (_Oi 
det(l-ut,K) = " det(l-ut,K ) 

i 

On laisse au lecteur la vérification des propriétés suivantes. 

(1.7.1) Soit F une filtration finie stable par u 

projectifs de type fini. Alors 

det(l-ut,K) =TI det(l-ut,Gr~(F» 
p 
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(1.7.2) Si on translate K de q crans vers la gauche, on a 

detCl-ut,K[qJ) 
(-U q 

det(l-ut,K) 

Fonction L mod.~n 

Proposition 1.8.- Soit u un endomorphisme d'un complexe borné, à degrés positifs, 

de A-modules projectifs de type fini. On a 

(1.8.1) det(l-ut,K)-l = I TrCu,rnK)tn 

n 

Notons D(u,K) le second membre de (1.8.1) 

Lemme 1.9.- Soit u un endomorphisme d'une suite exacte courte de complexes bornés 

à degrés ~ 0 de A-modules projectifs de type fini 

o --? K' --? K --? K" --? 0 

On a D(u,K) D(u,K'). D(u,KtI ) 

dable de A-modules, rnM a une filtration naturelle, de quotients successifs les 

riM' ® ~MtI (i+j =n) . Dès lors, rnK admet une filtration naturelle, de quotients 

successifs les complexes NCN-lriK' ® N-l~KtI) Ci + j = n) , canoniquement homotopes 

aux complexes simples §.(riK' ® riK") déduit des complexes doubles riK' ® , et 

I 
i+j=n 

d'où le lemme. De 1.9., on tire par récurrence 

Lemme 1.10.- Soit F une filtration finie stable par u de K ,telle que les 

G~(Kq) soient projectifs de type fini. Alors, 

D(u,K) =TfD(u~CK» 
p 

Lemme 1.11.- Soient u un endomorphisme d'un A-module projectif de type fini M 

~ M[-q] le complexe réduit à M en degré q 

D(u,M[-q) (q ~ 0) 
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D'après 1.5., c'est vrai pour q o . Procédons par récurrence, il reste 

à montrer que 

D(u,M[-ql) . D(u,M[-(q+l)]) 

Cette formule résulte de 1.9, appliqué ou complexe K réduit à M en degrés q 

et q+l (avec cl = Id) , et à sa filtration bête 

<. .. 0 ------7 M ••• ) ------7 c. .. M ------7 M) --? c. .. M ------7 O ••• ) 

En effet, K est homotope à 0 . Dans la catégorie dérivée, on a donc 

rnCK) = yPCO) ; 0 pour n > 0 et A pour n o , et D(u,K) = 1 

1.12 - Prouvons 1.8. D'après 1.10 appliqué à la filtration "bête" de K par les 

sous-complexes 

o ------7 ... ------7 0 ------7 K q ------7 ------7 .... 

on a 

q lT. n q n (-1) q 
D(u,K) = }fD(U,K [-qJ) =0 10) (I TrCu,r (K ))e ) 

q • q 

Il reste à prouver que pour u un endomorphisme d'un module projectif de type fini 

M , on a 

0.12.1) detCl-ut,M)-l 

Si u = 0 , les deux membres valent 1 • Ajoutant à M un module N sur lequel 

u = 0 , et appliquant 1.9 , on se ramène à supposer que M est libre. Prenons-en 

une base. Il s'agit alors de prouver des identités algébriques entre les coordonnées 

de u . Le principe de prolongement des identités algébriques nous ramène à supposser 

que A est un corps algébriquement clos. Le module M admet alors une filtration 

stable par u à quotients successifs de rang 1 , et 1.10 nous ramène au cas où 

M est de rang 1. La formule 1.12.1 se ramène alors à l'identité 

_1_ 
1-at 

n n Lat 
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Corollaire 1.13.- Soient u ~ u' des endomorphismes de complexes bornés K et 

K' de A-modules projectifs de type fini. Si, dans la catégorie dérivée, K ,muni 

de u ,est isomorphe à K' muni de u' 

de tC 1-u t, K) det(l-u 1 t,K') 

Appliquant 1.7.2, on se ramène à supposer que K et K' sont à degrés 

positifs. On observe alors que le second membre de 1.8 possède la propriété d'in-

variance voulue. 

1.14.- Ce corollaire permet de définir det(l-ut,K) pour u un endomorphisme de 

K E Ob D f(A) . Cette construction est ad hoc ; en fait, pour v un automor­par 

phisme de L E Ob D f(/I.) ,on peut définir det(v) E /l.l' , et det(l-ut,K) s'ob­
par 

tient pour v = 1-ut ,/1. = A[[t]] et L = K ®A/I. 
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2.- Le Théorème. 

2.1.- Reprenons les notations de Rapport, §l . Pour A un anneau noethérien 

commutatif de torsion, Xo un schéma séparé de type fini sur 

<1.7,1.13 et Rapport 1.5,1.6 ). 

Théorème 2.2.- Dans chacun des deux cas suivants 

a) A est de torsion première à p 

b) A est réduit et de caractéristique p 

<2.2.U 

lF 
q 

et 

Remarque 2.3.- Dans le cas a), la méthode de Rapport §3 permet de déduire de la 

formule des traces (Rapport 4.10) que les dérivées logarithmiques des deux membres 

de 2.2.1 sont égales. L'anneau A étant de torsion, cela ne suffit pas pour prou-

ver 2.2. 

Remarque 2.4.- Si A est un corps, on a 

et la suite spectrale 

n 
detO-F;ftf,RfceX,K» = TI detO-F;ftf,E~ (X,K»e-u 

n 

montre que 

Ceci ramène 2.2 (pour A un corps) au cas particulier suivant. 

(2.4.1) Si Go est un faisceau constructible de A-espaces vectoriels, on a 
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Remarque 2.5.- Il est facile de réduire le cas b) à celui Où A est un corps (voire 

même un corps fini) de caractéristique p. cf 4.2 • 

Remarque 2.6.- Le cas particulier de b) où A 7L/p , et où K est réduit au fais-

ceau cons tant 7L/p en degré 0 

TI d () l " f n (_l)n+l 
Il (l-t eg x)- .. TT detCl-F"t ,Hc (X,7L/p» (mod p) 

x E Ixo 1 n 

avait été prouvé par N. Katz (SGA 7 XXII 3.1). Sa méthode, toute différente de celle 

suivie ici, part de la théorie p-adique de Dwork de Z(Xo,t) 

Remarque 2.7.- Contrairement à ce que j'avais imprudemment affirmé à des amis, on 

ne peut pas dans b) omettre l'hypothèse liA réduit". Pour un contre exemple, cf. 4.5. 

2.8.- Plan de la preuve de 2.2.- Une translation sur les degrés (1.7.2) nouS ramène 

à supposer que Ko est un complexe borné, à degré positifs, de faisceaux de A-modules 

constructibles et plats. On a alors Rrc(X,K) E Ob ~o (A) parf (Rapport, preuve 4.9,b». 

Nous allons utiliser 1.8 pour développer les deux membres de (2.2.1.) en série de 

puissances de 
f 

T = t L'égalité des coefficients de se déduira de SGA 4 

XVII 5.5.21 et d'une formule des traces sur symn(X) dans le cas a), la formule 

(Rapport 4.10 ), et dans le cas b) une formule qui sera prouvée dans le chapitre 

suivant. Il y a lieu de se ramener au préalable au cas où les puissances symétriques 

de Xo existent (par exemple au cas où x 
o 

est affine) à l'aide des propriétés de 

multiplicativité en x 
o des deux membres de 2.2.1 : pour u o 

un ouvert de x 
o 

de fermé complémentaire y 
o 

, on a et la formule 

analogue pour le membre de droite résulte de (1.7.1) par la méthode de (Rapport §6 

(A» 

2.9.- Le Cas Où X est fini. 
o 

La multiplicativité en X 
o 

des deux membres de 2.2.1 ramène ce cas à 

celui où Xo = Spec(Wqk) • Revenant aux définitions, on voit que (2.2.1) équivaut 

alors à Rapport 3.4. 
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2.10.- Le premier membre. 

D'après 1.8., on a 

L(X ,K ) 
o 0 

- 9 -

Le coefficient de Tn est donc la somme, étendue à celles des combinaisons liné-

V aires formelles w (n > 0 x- les n x 
presque tous nuls) d'éléments 

x E \Xoi 
de IXol telles que 

(2.10.1) 

des produits 

Pour x E \Xoi ,notons (x) le o-cycle des [k(x) : W l points de X 
q 

au-dessus de x (une orbite de F). L'application l nx x ~ l nx.(x) identifie 

les combinaisons linéaires formelles comme ci-dessus, avec L nx[k(x) ; Wq J = n 

aux o-cycles effectifs de degré n de X fixes sous F ,soit encore aux points 

fixes de F dans Symn(X) . Le coefficient de dans L(Xo,Ko ) apparatt ainsi 

comme une somme de produits (2.10.1), indenée par Symn(X)F . Plus précisément, 

on a 

Pour Yo un sous-schéma fini de plus en plus ~rand de Xo ' on a 

i.e., pour tout m , il existe un sous-schéma fini z eX o 0 
tel que si Yo 

soient congrus mod Tm . Il suffi t que z 
o 

contienne 

z 
o 

les points fermés de degré ~ m Le même fait valant pour le membre de droite, 

il suffit de prouver 2.11 pour X 
o 

fini. On a alors 

(par la formule des traces dans le cas trivial d'un ensemble fini). 
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2.12.- Le second membre.- D'après 1.8 et SGA 4 XVII 5.5.21, on a 

2.13.- Le théorème équivaut donc aux formules des traces 

Dans le cas a), elles résultent de Rapport 4.10. La formule analogue dans le cas b) 

sera prouvée au §4 
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3.- Théorie d'Artin-Scheier. 

3.1. - Dans ce qui suit, un faisceau cohérent sur un schéma S sera toujours re-

gardé comme un faisceau sur Sét . Soit S un schéma de caractéristique p > 0 

Si G est un faisceau localement constant de '!l/p -vectoriels de rang fini, 

Q = G ®'!l/plS est un faisceau cohérent localement libre sur S On notera g; 

tant l'endomorphisme f ---7 fP de 19 que son produit tensoriel avec l'identité 

de G : g; : q -7Q . La théorie d'Artin-Schéier (SGA 4 IX 3.5) affirme que la 

suite 

o -7 '!l/p -719 g; - l >19 -7 0 

est exacte. Par tensorisation avec G , on trouve une suite exacte 

0-7G-7Q g; -1;. 0-70 

3.2.- Supposons que S soit un ouvert dans un schéma noethérien S . Soient 

j : S ~ 5 le morphisme d'inclusion, et l un faisceau d'idéaux qui définit 

le fermé complémentaire S - S . Notons encore g; le prolongement par fonctoria-

Lemme 3.3.- Il existe des prolongements cohérents Q 

(3.3.1) 

Si Q est un tel prolongement, la suite 

G.3.2) 0-7j!G-7q~q-70 

est exacte. 

a) Existence: Soit Q' C j*Q un prolongement cohérent de Q à S • Pour tout n, 
n 

on a g;(InQ') C I P g;<Q') • Soit n assez grand pour que rn(p-l)-lg;(Q') C Q' 
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b) Noyau de W-l : Sur S ,l'assertion résulte de 3.1 ; il reste à vérifier qu'une 

section de x de Ker(w-l) , sur U étale sur S , s'annule 

dans un voisinage de l'image réciproque de S-S . Puisque x = W(x) , on a en 

effet par (3.3.1) x E IQ 

x est dans tous les InQ donc nul au voisinage de S-S 

c) Surjectivité de W-l: On peut supposer S affine, et écrire Q comme quotient 

de se relève alors en une application p-linéaire 
rv n n 
W : 0 --7 (9 , et il 

suffit de vérifier la surjectivité de - 1 

Le faisceau on est le faisceau des sections locales du scl:éma en groupes a;n 
a 

i - 1 est induit par un homomorphisme de a;n dans 
a 

. Cet homomorphisme 

, et 

est 

étale. Pour vérifier qu'il est surjectif, il suffit de le voir après tout changement 

de base Spec(k) --7 S (k algébriquement clos) et sur k algébriquement clos, 

tout homomorphisme étale entre groupes connexes de même dimension est surjectif. 

Enfin, un morphisme étale et surjectif de S-schémas induit un épimorphisme entre 

les faisceaux correspondant sur Set 

3.4.- Frobenius et Frobenius. 

Le morphisme de Frobenius absolu Fabs : S --7 S est l'identité sur 

l'espace topologique sous-jacent à S , et f --7 fP sur le faisceau structural. 

Pour u/s étale, on a un isomorphisme canonique F:bs U = U : le diagramme 

Fabs 
U ---==------7) U 

l Fabs l 
S --..;:.:::.:::-----7} S 

est cartésien. L'endomorphisme de site annelé (Sét'o) --7 (Set,(9) défini par 

F abs peut donc être décri t comme sui t 
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