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Introduction.

Ce volume a pour but de faciliter au non-expert 1'usage de la cohomologie
{2-adique. J'espire qu'il lui permettra souvent d'éviter le recours aux exposés

touffus de SGA 4 et SGA 5. I1 contient aussi quelques résultats nouveaux,

Le premier exposé, rédigé par J.F. Boutot, survole SGA 4, Il donne les
principaux résultats - avec une généralité minimale, souvent insuffisante pour les
applications - et une idée de leur démonstration, Pour des résultats complets, ou

des démonstrations détaillées, SGA 4 reste indispensable.

Le "Rapport sur la formule des traces' contient une démonstration complé-
te de la formule des traces pour 1'endomorphisme de Frobenius. La démonstration est
celle donnée par Grothendieck dans SGA 5, élaguée de tout détail inutile, Ce Rapport
devrait permettre & l'utilisateur d'oublier SGA 5, qu'on pourra considérer comme
une série de digression , certaines trés intéressantes, Son existence permettra de
publier prochainement SGA 5 tel quel, Il est complété par 1'exposé "Applications

de la formule des traces aux sommes trigonométriques'" qui explique comment la for-

mule des traces permet 1'étude de sommes trigomométriques, et donne des exemples.

Le public visé par les autres exposés est plus limité, et leur style s'en
ressent, L'exposé "Fonctions L modulo " et modulo p " estune généralisation
"modulaire” du Rapport, basée sur 1'étude SGA 4 XVII 5.5 des puissances symétriques,
L'exposé '"La classe de cohomologie associée & un cycle" définit cette classe dans
divers contextes, et donne la compatibilité entre intersections et cup-produits,
Dans '"Dualité" sont rassemblés quelques résultats connus, pour lesquels mamquait
une référence, et quelques compatibilités. L'exposé "Théorémes de finitude en coho-
mologie f-adique" est nouveau. Il donne notamment, en cohomologie sans supports,

des théoreémes de finitude analogues 2 ceux connus en cohomologie 2 supports compacts.

Pour plus de détails sur les exposés, je renvoie a leur introduction res-

pective,
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Je remercie enfin J.L. Verdier de m'avoir permis de reproduire ici ses
notes "Catégories dérivées (Etat 0)". Elles restent je crois trés utiles, et étaient

devenues introuvables.

Dans les références internmes A ce volume, les exposés sont cités par un

titre abrégé, indiqué entre [ ] dans la table des matidres.

Bures-sur-Yvette, le 20 Septembre 1976

Pierre Deligne
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Un fil d'Ariane pour SGA 4, SGA 4.% et SGA 5.

Les exposés I a VI de SGA 4 donnent la théorie générale des topologies

de Grothendieck. Trés détaillés, ils peuvent &tre précieux lors de 1'étude de to-
pologies exotiques, telle celle qui donne naissance & la cohomologie cristalline.
Pour la topologie étale, si proche de 1l'intuition classique, un garde-fou si im-
posant n'est pas nécessaire : il suffit de conmnattre (par exemple) le livre de
Godement [47, et d'avoir un peu de foi, Autres références possibles : les chapitres
I a III des notes d'Artin [1], 1'exposé Bourbaki de Giraud [3] ou [Arcata] I. Les
exposés VII et VIII commencent 1'étude de la topologie étale. Ils sont plus détail-

1és que le chapitre III d'Artin et que [Arcata] II.

L'étude des courbes est la clef de la cohomologie étale. Elle est com-
mencée par Artin dans 1'exposé IX de SGA 4 ; des conséquences, quant a la dimen-
sion cchomologiques, sont données dans ¥, Les points essentiels sont repris dans
[Arcata] III. L'exposé XI n'est pas nécessaire pour la suite ; il contient une
élégante démonstration du théoréme de comparaison entre cohomologie étale et coho-

mologie classique dans le cas particulier des variétés algébriques complexes lisses.

Les exposés XII et XIII prouvent le fondamental théoréme de changement de
base pour un morphisme propre, Ainsi que 1'a remarqué Artin dans (algebraic appro-
ximation of structures over complete local rings, Publ. Math. IHES 36 (1969)

p. 23-58-§3), son théoréme d'approximation permet de simplifier la démonstration.
Cette voie est suivie dans [Arcata] IV ot les multiples dévissages de la démons-
tration ne sont qu'esquissés, et ol les applications de 1'exposé XIV ne sont que
trés briévement indiquées, Le théoréme permet de définir la "cohomologie a supports
compacts", et les foncteurs "images directes supérieures 2 supports propres” Rif‘
(dont les propriétés se raménent 2 celles des foncteurs images directes supérieures
pour un morphisme propre), C'est le sujet du prolixe exposé XVII ; 1l'essentiel est
dit dans [Arcata’) IV, mais des morceaux de XVII peuvent avoir ume utilité indé-

pendante.
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Les exposés XV et XVI sont centrés sur le fondamental théoréme d'acycli-
cité locale pour les morphismes lisses. L'influence de SGA 7 transparait dans
1'exposé parallele moins détaillé [Arcata] V, qui contient aussi la preuve des ré-

sultats requis de SGA 2,

L'exposé [Arcata] VI est consacré a la dualité de Poincaré ; il est plus
clair que SGA 4 XVIII mais ne prétend pas donner une démonstration compléte, Pour
ceux qui tienment & une démonstration purement algébrique, il est simplifié par
une référence 2 [Dualité] §3 ; il ne contient pas la preuve du formalisme auquel

ob&it le morphisme trace (XVIIT $§2).

I1 existe en cohomologie étale un formalisme de dualité analogue a celui
de la cohomologie cohérente, Pour 1'établir, Grothendieck utilisait la résolution
des singularités et la conjecture de pureté (pour 1'énoncé, voir [Cycle] 2.1.4),
établie dans un cadre relatif dans SGA 4 XVI, et -modulo la résolution- en égale
caractéristique dans SGA 4 XIX. Les points-clefs sont &tablis par une autre méthode,
dans [Th., finitude], pour les schémas de type fini sur un schéma régulier de di-
mension O ou 1 . Divers développements sont donnés dans SGA 5 I. Dans SGA 5 III,
on montre comment ce formalisme implique la trés générale formule des traces de

Lefschetz-Verdier,

On voit que dans la version originale de SGA 5, la formule de Lefschetz-
Verdier n'était établie que conjecturalement, De plus, les termes locaux n'y étaient
pas calculés. Pour l'application aux fonctions L , ce séminaire contient une autre
démonstration, elle compléte, dans le cas particulier du morphisme de Frobenius.
C'est celle qui figure dans [Rapport’]. Autres références : pour 1'énoncé et le
schéma des dévissages : 1'exposé Bourbaki de Grothendieck [57 ; pour une bréve
description de la réduction (due 2 Grothendieck) du cas crucial a un cas déja traité

par Weil, [27] §10 ; pour un traitement f-adique de ce dernier cas, [Cycle] §3 .

Dans SGA 5, on trouvera encore un traitement détaillé du passage de la
Z/{f‘-cohomologie a la ZZ£~ cohomologie (exposés V et VI, par J.P. Jouanolou), et
du formalisme du morphisme de Frobenius (exposé XV, par C. Houzel). Les exposés X

2
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et XII, rédigés par I. Bucur, donnent le calcul de la caractéristique d'Euler-

Poincaré d'un faisceau sur une courbe, et celui de la trace de 1'endomorphisme de

sa cohomologie défini par certaines correspondances, Dans VII, Jouancolou domne le

calcul de la cohomologie de schémas classiques, et des applications. Par ailleurs,

1'exposé de Serre "Introduction & la théorie de Brauer'" a été repris dans son

livre [6] (32me partie).

RY

[23

£33

(4]

(5]

(m
=
[
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Cohomologle étale: les points de départ,

par P, Deligne, rédigé par J.F, Boutot,

Ce travall reprend 6 exposés donnéspar P, Deligne 2 Arcata en aofit 1974
(AMS Summer School on algebraic geometry), sous le titre: "Inputs of etale cohomology".
tn 7% exposé est devenu le "rapport sur la formule des traces", dans ce m&me volume,
Le but des exposés étalt de donner les démonstrations des théorémes fondamentaux en
cohomologle étale, débarassées de la gangue de non-sense qul les entoure dans SGA 4,
Nous n'avons pas cherché a énoncer les théorémes sous leur forme la plus générale,
ni 2 suivre les dévissages, parfoils astucileux, que leur démonstration requiert, Nous
avons au contraire mis 1l'accent sur les cas "irréductibles", qui, tous dévissages

faits, restent & traiter,

Nous espérons que ce texte, qui ne prétend 2 aucune originalité, aidera

le lecteur a consulter avec profit les 3 volumes de SGA 4,

Convention, Nous ne considérerons que des schémas quasi-compacts (= réunion finie
d'ouverts affines) et quasi-séparés(= tels que l'intersection de deux ouverts affines

est quasi-compacte), et les appellerons simplement schémas,
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Arcata I-1

I. Topologies de Grothendieck,

A 1l'origine, les topologies de Grothendieck sont apparues comme sous-
jacentes a sa théorie de la descente {(cf SGA 1 VI, VIII); 1'usage des théories de

cohomologie correspondantesest plus tardif, La méme démarche est suivie ici:

en formalisant les notions classiques de localisation, de propriété locale et de
recollement (§ 1, 2, 3), on dégage le concept général de topologie de Grothendieck
(§ 6); pour en justifier 1'introduction en géométrie algébrique, on démontre um
théoréme de descente fidelement plate (§ 4), généralisation du classique théoréme 90

de Hilbert (§ 5).

Le lecteur trouvera une exposition plus compléte, mais concise, du
formalisme dans Giraud [ 5 ]. Les notes de M, Artin: "Grothendieck topologies" [1]
(chapitres I a III) restent également utiles, Les 866 pages des exposés I a VI
de SGA 4 sont précieuses lorsqu'on considére des topologles exotiques, telle celle
qui donne naissance 2 la cohomologile cristalline; pour utiliser la topologie étale,
si proche de l'intuition classique, il n'est pas indispensable de les lire,

1, Cribles, Soient X un espace topologique et £ : X R une fonction & valeurs
réelles sur X , La continuité de £ est une propriété de nature locale; autrement
dit, si f est continue sur tout ouvert suffisamment petit de X , £ est continue

sur X tout entier, Pour formaliser la notion de 'propriété de nature locale" ,

nous introduirons quelques définitions,

On dit qu'un ensemble WY d'ouverts de X est un crible si pour tout
U€u et VCU ,ona VEY ., On dit qu'un crible est couvrant si la réunion de

tous les ouverts appartenant & ce crible est égale 2 X ,
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Etant donnée une famille {Ui} d'ouverts de X , le crible engendré par
{Ui} est par définition l'ensemble des ouverts U de X tels que U soit conte-

nu dans 1l'un des Ui

On dit qu'une propriété P(U) , définie pour tout ouvert U de X , est
locale si, pour tout crible couvrant U de tout ouvert U de X , P(U) est vraie
si et seulement si P(V) est vraie pour tout V € Y . Par exemple, étant domné

f : X=R , la propriété "f est continue sur U " est locale,

2, Faisceaux, Précisons la notion de fonction donnée localement sur X .,

(2.1) Point de vue des cribles: Soit Y wun crible d'ouverts de X . On

appelle fonction donnée y-localement sur X la donnée pour tout U € Y d'une

fonction fU sur U telle que, si V< U, on ait fV = ﬂJW

(2.2) Point de vue de Cech: si le crible U est engendré par une famille

d'ouverts Ui de X , se donner une fonction W-localement revient a se donner
une fonction fi sur chaque Ui telle que fi\Uin Uj = fj\Uin Uj

Autrement dit, si 2Z =JJ_U1 , se donner une fonction Y-localement re-
vient 2 se donner une fonction sur Z qui solt constante sur les fibres de la

projection naturelle Z = X ,

{2.3) Les fonctions continues forment un faisceau; cela signifie que pour tout
erible couvrant U d'un ouvert V de X et toute fonction donnée u-localement
{EU} telle que chaque fU soit continue sur U , il existe une unique fonction
continue £ sur V telle que f‘U = fU pour tout U € U

3. Champs, Précisons maintenant la notion de fibré vectoriel donné localement

sur X ,

(3.1) Point de vue des cribles: Soit U un crible d'ouverts de X . On

appelle fibré vectoriel donné Y-localement sur X les données de
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a) un fibré vectoriel EU sur chaque U € Yy ,

b) si VC U, un isomorphisme : B, —=— E |V , vérifiant
Pyv " v U

¢ si WevaecU, le diagramme

Puw
Ey > B, |W
k /PU vl¥
Ev{w :

Py,w = (pU,V restreint a W) o

commute, c'est~a-dire Py w *
H)

(3.2) Point de vue de fech: si le crible u est engendré par une famille

d'ouverts U de X

1 , se donner un fibré vectoriel U-localement revient 2 se

donner:
a) un fibré vectoriel E, sur chaque U, ,

b) si Uij=Uint=UixXUj , un isomorphisme Py ¢ Ei\U —_— Ej\U

15 TE de sorte que

c) si Uijk = Ui XX U, X, U. , le diagramme

i "Xk
- Pra Vs gk .
L > E Uk
IV PP P Vs gk
B30V 5

commute, c'est-a-dire Pri = pkj ° pji sur Uijk

Autrement dit, si 2 =..|.1Ui et s1 T : Z =2 X est la projection naturelle,

se donnmer un fibré vectoriel Uy-localement revient a se donner:

a) un fibré vectoriel E sur Z

3

b) si x et y sont deux points de Z tels que m(x) =m(y) , un
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1isomorphisme pyx : Ex > Ey entre les fibres de E en x et en y , dépen-
dant continfiment de (x, y) et tel que,

¢) si x, y et z sont trois points de Z tels que m(x) = n(y) = n(z) ,
on ait Pox P

p .

zy ° Pyx

(3.3} Un fibré vectoriel E sur X définit un fibré vectoriel donné

U-localement E, : le systéme des restrictions E de E aux objets de U . Le

u - U

fait que la notion de fibré vectoriel est de nature locale peut s'exprimer ainsi:
pour tout crible couvrant Yy de X , le foncteur E r= Eu , des fibrés vectorilels
sur X dans les fibrés vectoriels domnés u-localement, est une équivalence de

catégories,

(3.4) . Si dans 1, on remplace 'ouvert de X " par 'partie de X " , on obtient
la notion de crible de sous-espaces de X . Dans ce cadre aussi on dispose de
théorémes de recollement, Par exemple: soient X wun espace normal et C un crible
de sous-espaces de X engendré par un recouvrement fermé localement fini de X ,
alors le foncteur E Ec , des fibrés vectoriels sur X dans les fibrés vecto-

riels donnés (-localement est une équivalence de catégories,

En géométrie algébrique, il est utile de considérer aussi des "ecribles

d'espaces au-dessus de X " ; c'est ce que nous verrons au paragraphe sulvant,

4, Descente fideélement plate,

(4. 1) Dans le cadre des schémas, la topologle de Zariski n'est pas assez fine
pour 1'étude des problemes non linéaires et on est amené 2 remplacer dans les

définitions précédentes les immersions ouvertes par des morphismes plus généraux,
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De ce point de vue, les techniques de descente apparaissent comme des techniques
de localisation., Ainsi 1'énoncé de descente suivant peut s'exprimer en disant que
les propriétés considérées sont de nature locale pour la topologie fidélement plate

[On dit qu'un morphisme de schémas est fidélement plat s'il est plat est surjectif].

Proposition (4.2), Soient A un apneau et B une A-algébre fidélement plate,

Alors:

(i) Une suite ¥ = (M' » M= M") de A-modules est exacte d&s que la suite

E(B) qui s'en déduit par extension des scalaires 3 B est exacte,

(ii) Un A-module M est de type fini (resp, de présentation finie, plat,

localement libre de rang fini, inversible (i.e., localement libre de rang un)) dés

que le B-module M(B) 1l'est,

Démonstration: (i) Le foncteur M + M( étant exact (platitude de B ), il

B)

suffit de montrer que, si un A-module N est non nul, N(B) est non nul, Si N
est non nul, N contilent un sous-module monogéne non nul A/g ; alors N(B)
contient un sous-module monog2ne (A/g)(B) = B/a B , non nul par surjectivité du
morphisme structural ¢ : Spec (B) = Spec (A) [si V(a) est non vide,

¢-1(V(5)) = V(a B) est non vide].

il existe un sous-module

(11) Pour toute famille (Xi) d'éléments de M

B) °’
. 81 M

de type fini M' de M tel que M'(B) contienne les x est de type

i (B)

1 = t =
fini et si les % engendrent M(B) , oma M () M(B) , donc M Met M est

de type fini,

Si M est de présentation finie, on peut, d'aprés ce qui précéde,

(B)

trouver une surjection AT M, Si N est le noyau de cette surjection, le

B-~module N( est de type fini, donc N 1l'est, et M est de présentation finie,

B)

L'assertion pour "plat" résulte aussitdt de (1); "localement libre de rang fini"
signifie "plat et de présentation finie"™ et le rang se teste par extension des

scalaires a des corps.
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(4.3) Soient X un schéma et $ une classe de X-schémas stable par produit
fibré sur X . Une classe [y < § est un crible sur X (relativement 2 § ) si,
pour tout morphisme ¢ : V=U de X-schémas, avec U, VE€§ et U € U, ona
V &€y . Le crible engendré par une famille {Ui} de X-schémas dans & est la
classe des V € § tels qu'il existe un morphisme de X-schémas de V dans 1l'un
des Ui .

(4.4) Soit yu un crible sur X ., On appelle module quasi-cohérent donné
Y~localement sur X la donnée de

a) un module quasi-cohérent E sur chaque U €y ,

U

b) pour tout U € U et pour tout morphisme ¢ : V= U de X-schémas dans § ,

*
un isomorphisme QP : EV — EU , ceux-ci étant tels que

c) si y : W=V est un morphisme de X-schémas dans & , le diagramme

po F* 3%
E 0°y > § o By

3
Py ¥ ®0
¥*
¥ Ey

commute, c'est-a-dire p¢

3
oy " ( ep) ° pw .

S8i E est un module quasi-cohérent sur X , on note Eu le module

*
donné y-localement valant E  sur : U= X et tel que, pour tout morphisme
v Py Py

§{ : V=T 1'isomorphisme de restriction solt l'isomorphisme canonique

p

v
~ * 3

E, = Gy o PE—> \y(p:;E = \EEU

Théoréme (4.5) - Soit {Ui} € § une famille finie de X-schémas plats sur X

telle que X solt la réunion des images des Uy et soit | le crible engendré

par {Ui} . Alors le foncteur E = EM est une équivalence de la catégorie des

modules quasi-cohérents sur X avec la catéporie des modules quasi-cohérents donnés

u~localement,
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Démonstration: Nous ne traiterons que le cas od X est affine et ot Yy est en-
gendré par un X-schéma affine U , fidelement plat sur X , La réduction & ce cas

est formelle, On pose X = Spec(A) et U = Spec(B) .

81 le morphisme U - X admet une section, X appartient au crible Y

et 1l'assertion est évidente, Nous nous réduirons & ce cas,

Un module quasi-cohérent donné Yy-localement définit des modules M', M"

et M"' sur U, U xXU et U xXU xXU , et des isomorphismes p : p¥ M* € M" pour

tout morphisme de projection p entre ces espaces; c'est 12 un diagramme cartésien

au-dessus de

U E U e U XU XU
. by
U U xgl S U X0 U

Réciproquement M* détermine le module donné Yy-localement: pour
VEy , il existe @ : VU et on pose My = ¢ M' ; pour O 5 @y vV=aU,
on a une identification naturelle @T M= Qpl X @2)* Mt == ¢§ M' , et on voit
en utilisant M"' que ces identifications sont compatibles, de sorte que la défi-
nition est légitime., Bref, i1 revient au méme de se donner un module Y-locale-

ment ou un diagramme M¥ cartésien sur Uy, .

Traduisons en termes algébriques: se dommer M* revient 2 se donner un

diagramme cartésien de modules

3

3 )
w B e 01
1, %
—=

au-dessus du diagramme d'anneaux
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=} =}
o 0,
B3, B®, B 3, B® B® B
— 5 '
2’
[précisons: on a Bi(bm) = ai(b). ai(m) , les identités usuelles telles que

aoal = BOBO sont vraies, et "cartésien" signifie que les morphismes

. H iid 11
PR ®BB.(B®A B) » M" et M'Q

3 (B ®, B ®, B) » M'"''" sont des isomorphis-
i 3

3

B&AB

mes],

Le foncteur E Elé devient le foncteur qui, 2 un A-module M , associe
M= (M®,B= M®,B®B 3M® B® B® B)
®A - ®A ®A 3 ®A ®A ®A .

Il admet pour adjoint a droite le foncteur

- -
(M! - MH : M"!) [Ry Ker(M' —_: Mﬂ)

I1 nous faut prouver gque les fldches d'adjonction

-
M - Ker(M@AB SM@, B®, B)
et

Ker{(M! = V) ®AB - M

sont des isomorphismes, D'aprés (4,2)(1), 11 suffit de le prouver aprés un change-
ment de basé fidelement plat A = A' (B devenant B' = B@®, A') . Prenant

A' = B, ceci nous ramdne au cas o U = X admet une section,

5. Un cas particulier: le théordme 90 de Hilbert,

(5.1) Soient k un corps, k' une extension galoisienne de k et

G = Gal(k'/k) . Alors 1'homomorphisme
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k' ®k k! ———> D k'
g €G

X®y +————> {x.o(y)}g cc

est bijectif,

On en déduit qu'il revient au méme de se donner un module localement
pour le crible engendré par Spec(k') sur Spec(k) ou de se donner un k'-espace

vectoriel muni d'une action semi-linéaire de G , c'est-a-dire:

a) un k'-espace vectoriel V' ,

b) pour tout ¢ € G, un endomorphisme @y de la structure de groupe de V'
tel que ¢6(XV) =g ¢B(V) , pour tout A € k' et v &€ V' | vérifiant la
condition

¢) pour tout ¢, TEG , on a Oy =0 0 @y

Soit V = V'G le groupe des invariants par cette action de G ; c'est

un k-espace vectoriel et, d'aprés le théoréme (4,5), on a:

Proposition (5.2). - L'inclusion de V dans V' définit un isomorphisme

[ '
v ®k k > V

En particulier, si V' est de dimension 1 et si v' € V est non nul,
@, est déterminé par la constante c(g) € k'* telle que (pg(v') = c(g) v' et la

condition c) s'éerit

c(r o) = clv) . 1(clo))
D'aprés la proposition 11 existe un vecteur invariant non nul v =y v' , u € k'¥* |

On a donc pour tout ¢ € G ,
-1
clo) =u.oln ) .
Autrement dit tout l-cocycle de G & valeurs dans k'¥ est un cobord:

Corollaire (5,3) - On a Hl(G, k')

L}
o
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6, Topologies de Grothendieck. WNous transcrivons maintenant les définitions des

paragraphes précédents dans un cadre abstrait englobant 2 la fois le cas des

espaces topologiques et celui des schémas,

(6.1) Solent § wune catégorie et U un objet de § . On appelle crible
sur U un sous-emsemble 4 de O0b(8/U) tel que si @ : V= U appartient 2 y
et si | : W~V est un morphisme dans § , alors ¢ o § : W= U appartient 2
u .

Si {¢i P Uy U} est une famille de morphismes, le crible engendré

par les U est par définition l'ensemble des morphismes ¢ : V= U quil se facto-

i

risent 2 travers l'un des Q-

Si U est un crible sur U et sl ¢ : VU est un morphisme, la
restriction MV de Yy a V est par définition le crible sur V constitué par les

morphismes § : W=V tels que @ o § : W= U appartienne & Yy

(6,2) La donnée d'une topologie de Grothendieck sur § consiste en la

donnée pour tout objet U de § d'un ensemble C{U) de cribles sur U , dits
cribles couvrants, de telle sorte que les axiomes suivants soient satisfaits:

a) Le crible engendré par 1'identité de U est couvrant,

b) Si Yy est un crible couvrant sur U et si V- U est un morphisme, le
crible EV est couvrant,

c) Un crible localement couvrant est couvrant, Autrement dit, si W est un

crible couvrant sur U et si W' est un crible sur U tel que, pour tout V - 1U

appartenant & U , 1le crible E|V est couvrant, alors W' est couvrant,

On appelle site 1la donnée d'une catégorie munie d'une topologie de

Grothendieck,

(6.3) Etant donné un site $ , on appelle préfaisceau sur § wun foncteur
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contravariant F de § dans la catégorie

& , on appelle section de F au-dessus de

morphisme V = U et pour tout s &€ F(U) ,

1'image de s dans 3Z(V) .

Si Y est un crible sur U , on

la donnée, pour tout V = U appartenant a

que, pour tout morphisme W -V , on ait sv\W = s

faisceau

pour toute section donnée U-localement {sv} , 11 existe une unique

s € F(U) telle que s\V = s_ , pour tout

v

On définit de manidre analogue les

la catégorie des ensembles par celle des groupes abéliens. On montre

catégorie des faisceaux abéliens sur §

si, pour tout objet U de § , pour tout crible couvrant U

est une catégorie abélieumne

des ensembles, Pour tout objet U de

U les éléments de JF(U) . Pour tout

on note s|V (s restreint @ V)

appelle section donnée u-localement

d'une section s € F(V) telle

v
On dit que &

u o,

Wt est un

sur U et
section

V = U appartenant &2 WU

faisceaux abéliens en remplagant

que 1la

possédant

f > G g

suffisamment d'injectifs, Une suite &
exacte si, pour tout objet U de §

il existe localement t tel que £(t) = s
W sur U

f(tv) = S‘V .

(6.4) Exemples:
a) Soient X
les ouverts de

Grothendieck sur

laquelle un crible U

ouverts appartenant a ce crible est égale 2a

faisceaux sur §

usuel,

b) Soient X un schéma et §

et pour tout

et pour tout V € 4 , une section ¢

§ correspondant 3 la topologie usuelle de

sur un ouvert U de

la catégorie des schémas sur

> W de faisceaux est

s € G(U) telle que g(s) =0,

; i,e. s'il existe un crible couvrant

de F sur V telle que

v

Nous en avons wvu deux plus haut,
un espace topologique et § 1la catégorie dont les objets sont

X et les morphismes les inclusions naturelles, La topologie de

X est celle pour
X est couvrant si la réunion des

U, Il est clair que la catégorie des

est équivalente & la catégorie des faisceaux sur X au sens

X , On appelle

16
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topologie fpqc (fideélement plate quasi-compacte) sur § 1la topologie de Grothen-
dieck pour laquelle un crible sur un X-schéma U est couvrant s'il est engendré

par une famille finie de morphismes plats dont les images recouvrent U .,

(6.5) Cohomologie: On supposera toujours que la catégorie § a un objet
final X , Alors on appelle sections globales d'un faisceau abélien F , et on note
T3 ou HO(X, %) , le groupe FH(X) ., Le foncteur F w» T ¥ est un foncteur exact
a4 gauche de la catégorie des faisceaux abéliens sur § dans la catégorie des
groupes abéliens , on note Hi(X,') ses dérivés (ou satellites), Ces groupes de
cohomologie représentent les obstructions & passer du local au global, Par défini-
tion, si 0= F > (> ¥ =0 est une suite exacte de faisceaux abéliens,on a une

suite exacte longue de cohomologie:

0+ 10(x, B » (K, @) » HOX, W) » B (X, B > ...

e S HX, B 4 HNE, ) o HN(X, W) o BT

(X, 3) - ..

(6.5) Etant donné un faisceau abélien F sur § , on appelle F-torseur
un faisceau ( muni d'une action F x G- ¢ de F telle que localement (aprés
restriction 2 tous les objets d'un crible couvrant l'objet final X ) G muni de
l'action de ¥ solt isomorphe 2 F wmunl de 1'action canonique JF x F = F par

translations,

On peut montrer que Hl(X, %) s'interpréte comme l'ensemble des

classes 3 isomorphisme prés de JF-torseurs,

17
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II. Topologie étale,

On spécialise les définitions du chapitre précédent au cas de la topolo-
gie étale d'un schéma X (§ 1, 2, 3). La cohomologie correspondante coincide dans

le cas o X est le spectre d'un corps K avec la cohomologie galoisienne de K

(§ 4,

1, Topologie étale, Nous commencerons par quelques rappels sur la notion de

morphisme étale,

Définition (1,1) - Soit A wun anneau {commutatif), On dit qu'une A-algébre B

est étale si B est une A-algdbre de présentation finie et si les conditions

équivalentes suivantes sont vérifiées:

a) Pour toute A-algdbre C et pour tout idéal de carré nul J de C,

l'application canonique

H (B,C) = Hom (B,C/3)
—alg

OmA—alg A

est une bijection,

b) B est un A-module plat et QB/A = 0 (on note QB/A le module deg diffé-

rentielles relatives),

c) Soit B = A[Xl,...,xn]/I une présentation de B
Alors pour tout idéal premier r de A(Xl,...,Xn] contenant I , il existe des
polyndmes Pl,...,Pn € 1 tels que Ir soit engendré par les images de Pl""’Pn

et det(dP,/3X.) ¢ r .
et 1/ 9%, r

[cf. SGA 1, exposé I ou M, RAYNAUD, Anneaux Locaux Henséliens, chapitre V 1.

On dit qu'un morphisme de schémas £ : X -+ 5 est étale si pour tout
x € X 1l existe un voisinage ouvert affine U = Spec(A) de £(x) et un volsinage
ouvert affine V = Spec(B) de x dans X XS U tel que B ‘soit une A-algébre

étale,



Ir - 2 Arcata

(1.2) Exemples: a) Si A est un corps, une A-algebre B est étale si et
seulement si c'est um produit fini d'extensions séparables de A .
b) Si X et S sont des schémas de type finl sur & , un morphisme
an an

f : X2 S est étale si et seulement si son analytisé £ x g est un

isomorphisme local,

Sorite (1,3) - a) (changement de base) Si f : X » S est un morphisme étale,

il en est de méme de £_,: X X,S' = 8' pour tout morphisme S' = § .

s’ S

b) (composition) Le composé de deux morphismes étales est un morphisme
étale,

¢) 8i £ :X=8S et g : Y-S sont deux morphismes étales, tout S-morphisme
de X dans Y est étale,

d) (descente) Soit f : X - S un morphisme, S'il existe un morphisme fidéle-

ment plat S' = S, tel que £ 0 X XS S' =+ S8' soit étale, alors £ est étale,

g ¢
(1.4) Soit X un schéma. Soit § la catégorie des X-schémas étales; d'aprés
(1.3.¢) tout morphisme de § est un morphisme étale, On appelle topologie étale
sur § la topologie pour laquelle un crible sur U est couvrant s'il est engendré
par une famille finie de morphismes @ ¢ Ui <+ U tels que la réunion des images
des ¢; recouvre U . On appelle sgite étale de X , et on note Xet , le site

défini par § muni de la topologie étale,

2, Exemples de faisceaux,

(2,1) Faisceau constant: Soit C un groupe abélien et supposons pour

simplifier X noethérien, On notera (ou méme C s'il n'y a pas d'ambigufté)
m_U)
o

le faisceau défini par U r= C , ol ﬂo(U) est l'ensemble (fini) des compo-

&

santes connexes de U , Le cas le plus important sera € =Z/n , On a donc par

définiti
éfinition . ﬂo(X)
1 (X, Z/n) =Z/n .
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De plus Hl(xq Z/n) est l'ensemble des classes d'isomorphisme de Z/n-torseurs
(1.6.5), autrement dit de rev&tements étales galoisiens de X de groupe Z/n , En
particulier, si X est connexe et si nl(X) est son groupe fondamental pour un

point base choisi, on a

1 (X, Z/n) = Hom(r, (X), Z/n)

(2.2) Groupe multiplicatif: On notera Gm X (ou Gm s'il n'y a pas d'ambi-
3
gutté) le faisceau défini par U = I'(U, 93) ; 11 s'agit bien d'un faisceau gréce au

théordme de descente fidélement plate (I.4,5). On a par définition
o o *
1, ¢ ) = 10, 0%

en particulier si X est réduit, connexe et propre sur un corps algébriquement

clos k , on a:
&, ¢ ) =k,
m

Proposition (2,3) - On_a un isomorphisme:

wlx, ¢ ) = Pic(X)
m

ot Pic(X) est le groupe des classes de faisceaux inversibles sur X

Démonstration: Soit # 1le foncteur qui, 2 un faisceau inversible &£ sur X ,

assocle le préfaisceau £¥ suivant sur Xet :pour @ : U= X é&tale,

£*(U) = IsomU(QU, ot &) .
D'apres (4.2) (1) et (4,5) (pleine fidé1ité), ce préfaisceau est un faisceau; c'est
méme un & m—torseur. On vérifie aussitdt que
a) le foncteur % est compatible 2 la localisation (étale);
b) i1 induit une équivalence de la catégorie des falsceaux inversibles
triviaux (i.e. isomorphes 2 QX ) avec la catégorie des G m—torseurs triviaux:

£ est trivial sl et seulement si £¥ 1'est.

De plus, d'aprés (4,2) (ii) et (4,5),

20



II - 4 Arcata

c¢) la notion de faisceau inversible est locale pour la topologie étale,

11 résulte formellement de a), b), ¢) que % est une équivalence entre

la catégorie des faisceaux inversibles sur X et celle des & m—torseurs sur Xet H

elle induit 1'isomorphisme cherché, On construit comme suit 1'équivalence inverse:
si T est un G -torseur, il existe un recouvrement étale fini {Ui} de X tel

que les torseurs T/Ui solent triviaux; T est alors trivial sur chaque V

étale sur X appartenant au crible uc Xe engendré par {Ui} . Sur chaque

t

vey, T\V " correspond 2 un faisceau inversible SV (par b)) et les SV
constituent un faisceau inversible donné u-localement & (par a)). Par ¢),

ce dernier provient d'un faisceau inversible £(T) sur X , et T#= £(T) est

1'inverse cherché de &

(2.4) Racines de 1'unité: Pour tout entier n > O , on appelle faisceau des

racines n-iemes de 1l'unité, et on note My o le noyau de 1'élévation a la puissance
n-ieme dans G - Si X est un schéma sur un corps séparablement clos k et si
n est inversible dans k , le choix d'une racine primitive n-iéme de 1'unité E€ k

définit un isomorphisme 1 = gi de Z/n avec {4 .

La relation entre cohomologie a coefficients dans My et cohomologie
a coefficients dans & n est donnée par la suite exacte de cohomologie déduite

de la

(2,5) Théorie de Kummer, - Si n est inversible sur X , 1'élévation 2 la

puissance n-iéme dans G,m est un épimorphisme de faisceaux, On a donc une suilte

exacte
-
0 = p - (17 o & o 0.
#*
Démonstration: Soient U = X un morphisme étale et a € G m(U) = T(U,QU) .
Puisque n est inversible sur U , 1'équation ™ -a=0 est séparable; autre-
ment dit U' = Spec QU[IQ/(TH - a) est étale au-dessus de U ., Par ailleurs

U' 2 U est surjectif et a admet une racine n-i2me sur U' , d'ol le résultat,

21
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3, Fibres, images directes,

(3.1) On appelle point géométrique de X un morphisme x =+ X , ot X est

le spectre d'un corps séparablement clos k(X) . On le notera abusivement x s
sous-entendant le morphisme x - X . Si x est 1l'image de x dans X , on dit
que x est centré en x , Si le corps k(x) est une extension algébrique du

corps résiduel k(x) , on dit que X est un point géométrique algébrique de X .

On appelle wvoisinage étale de x un diagramme commutatif

U
_ if’f,,é?¢' , ot U= X est un morphisme étale.
X w——> X

Le localisé strict de X en x est l'anneau O, - = lim T(U, 0) ,
—OREeREE B X, X S =y
la limite inductive étant prise sur les voisinages étales de x . C'est un anneau

local strictement hensélien dont le corps résiduel est la cl8ture séparable du
corps résiduel k(x) de X en x dans k(x) . Il joue le r8le d'anneau local

pour la topologie étale,

(3.2) Etant donné un falsceau F sur Xet , on appelle fibre de F en
X 1'ensemble (resp, le groupe,...) F_ = lim F(U) , la limite inductive étant
toujours prise sur les volsinages étales 3;_-3 R
Pour qu'un homomorphisme de faisceaux F - G soilt un mono-/épi-/iso-
morphisme 11 faut et 11 suffit qu'il en soit ainsi des homomorphismes Fi - G;
induit sur les fibres en tout point géométrique de X , S1 X est de type fini
sur un corps algébriquement clos, 1l suffit gu'il en soit ainsi en les points

rationnels de X ,

(3.3) St £ : X »Y est un morphisme de schémas et F un faisceau sur
%t , l'image directe f,F de F par £ est le faisceau sur Yer défini par

£,FV) = FX x, V) pour tout V étale sur Y .

22
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Le foncteur £, : (Faisc. Ab'/xet) - (Faisc, Ab’/Yet) est exact 3

gauche, Ses foncteurs dérivés 3 droite qu* s'appellent images directes supé-

rieures, S1 ¥ est un point géométrique de Y , on a
®Y%, B_ = um ®20x,x P,
y —>

limite inductive prise sur les voisinages étales v de y .

Soient OY 5 le localisé strict de Y en y
~ o~
X

asd
vy = Spec(0_ -} et
Y,y

. ~
= X Xy Y . On peut étendre F 2 X, (c'est un cas particulier de la notion

~
générale d'image réciproque) de la manidre suivante: soit U un schéma étale sur
~

X , alors il existe un voisinage étale Vv de ; et un schéma étale U sur

o~ ~
X%V tel que U =0 X; Y ; on posera

F (3)

lim FQ@ v') o,
n O

la limite inductive étant prise sur les volsinages étales V' de y qui dominent
V ., Avec cette définition, on a

®I,m  =ulg, » .
y

*
Le foncteur £, a un adjoint 3 gauche £ , le foncteur ‘"image

réciproque" , S§i x est un point géométrique de X et f(x) son image dans Y ,
* *
on a (£ F); = Ff(i) . Cette formule montre que f  est un foncteur exact. Le

foncteur f* transforme donc faisceau injectif en faisceau injectif, et la suite
spectrale du foncteur composé T o £, (resp. g f%) fournit 1la

Suite spectrale de Leray (3.4), - Soient F

un faisceau abélien sur X _ et

£:X - Y un morphisme de schémas (resp. des morphismes de schémas X é—'> v & 7).

On a une suite spectrale

eP? = WPy, rIEP) = BTUR, B)
Pq - P 4 ptq
(xesp. B = R'g,RLF =R (gf)* F) .

23
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Corollaire (3.5). - 81 R, F =0 pour tout q >0, on a HP(y, £, F) = HP(X, F)
(resp. Rpg*(f*F) = Rp(gf)*F) pour tout p = 0 .

Cela s'applique en particulier dans le cas suilvant:

Proposition (3.6), - Soit f : X » Y un morphisme fini (voire, par passage 2 la

limite, un morphisme entier) et F un faisceau abélien sur X . Alors qu*F =0 ,

pour tout q > 0 .

En effet soient y un point géométrique de Y , Y le spectre du
~ ~
localisé strict de Y en y et X =X Xy Y ; d'aprés ce qui précédde, il suffit
~ ~
de montrer que Hq(X, F) =0 pour tout g > 0 . Or X est le spectre d'un produit
d'anneaux locaux strictement henséliens [cf. Anneaux locaux henséliens, chapitre I],

-~ ~
le foncteur T(X ,+ ) est exact car tout X-schéma étale et surjectif admet une

section, d'oli 1'assertion,

4, Cohomologie galoisienne,

Pour X = Spec(K) le spectre d'un corps, nous allons voilr que la

cohomologie étale s'identifie a la cohomologie galoisienne.

(4,1) Commengons par une analogie topologique, S1i K est le corxps des
fonctions d'une variété algébrique affine intégre Y = Spec(A) sur € , on a

K =1im A[(1/£] .

£ cA

Autrement dit X = lim U , U parcourant l'ensemble des ouverts de Y . On sait
P

qu'il existe des ouverts de Zariski arbitrairement petits qui pour la topologie
classique sont des K({(1r, 1) . On ne sera donc pas surpris si 1'on considére
Spec(K) lui-méme comme un K(r, 1) , 1 étant le groupe fondamental (au sens al-
gébrique) de X , autrement dit le groupe de Galois de K/XK , o R est une

cl8ture séparable de K
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(4.2) Plus précisément soient K un corps, K une cldture séparable de X
et G = Gal(K/K) le groupe de Galois topologique, A toute K-algébre finie étale A
(produit fini d'extensions séparables de K) , associons 1l'ensemble fini HomK(A, X)
Le groupe de Galois G opére sur cet ensemble & travers un quotient discret {donc
fini), Si A = K[T}/(F) , il s'identifie & 1'ensemble des racines dans K du poly-
nome F ., La théorie de Galois, sous la forme que lui a donnée Grothendieck, dit

que:

Proposition (4,3). - Le foncteur:

(R-algébres finies étales) = (ensembles finis sur lesquels € op2re contin@iment)

qui 3 une algdbre étale A associe HomK(A, K) est une anti-équivalence de

catégories,

On en déduit une description analogue des faisceaux pour la topologie

étale sur Spec(K)

Proposition (4.4). - Le foncteur:
(Faisceaux étales sur Spec(K) ) - (ensembles sur lesquels G opére continfiment)

qui 3 un faisceau F assocle sa fibre Fz au point géométrique Spec(RK) est

une équivalence de catégories.

On dit que G opére continfiment sur un ensemble E si le fixateur de
tout élément de E est un sous-groupe ouvert de G , Le foncteur en sens inverse
est décrit de la manikre évidente: solent A une K-algébre fink étale,

U = Spec({A) et U(RK) = HomK(A, K) le G-ensemble correspondant 2 A ; alors on a

F(U) = HomG_ens(U(K),FI-() .

En particulier, si X = Spec(K) , on a F(X) = FiG

Si 1'on se
restreint aux faisceaux abéliens, on obtient en passant aux foncteurs dérivés

des isomorphismes canoniques
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q _ .4 ~

H (Xet’ F) n(c, FK)

Exemples (4,5), - a) Au faisceau constant Z/n correspond Z/n avec action
triviale de G

b) Au faisceau des racines n~iZmes de l'unité My correspond le groupe

“;n(ﬁ) des racines n-iémes de l'unité dans K, avec 1'action naturelle de G .

=%
c) Au faisceau Gm correspond le groupe K  avec l'action naturelle de G
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III, Cohomologle des courbes,

Dans le cas des espaces topologiques, des dévissages utilisant la for-
mule de Kunneth et des décompositions simpliciales permettent de se ramener pour
calculer la cohomologie a 1'intervalle I =[0, 1] pour lequel on a

%1, z) =z et YMI1,Z) =0 pour q>0 .

Dans notre cas, les dévissages aboutiront 2 des objets plus compliqués,
34 savoir les courbes sur un corps algébriquement clos; nous allons calculer leur
cohomologle dans ce chapitre, La situation est plus complexe que dans le cas
topologique car les groupes de cohomologie sont nuls pour q > 2 seulement.
L'ingrédient essentiel des calculs est la nullité du groupe de Brauer du corps des

fonctions d'une telle courbe (théorzme de Tsen, § 2).

1. Le groupe de Brauer,

Rappelons-en tout d'abord la définition classique:

Définition (1.1), - Soit K un corps et A une K-algtbre de dimension finie,

On dit que A _est une algébre simple centrale sur K si les conditions équiva-

lentes sulvantes sont vérifiées:

a) A n'a pas d'idéal bilat®re non trivial et son centre est K ,

b) Il existe une extension galoisienne finie K'/K telle que AK' = A &y K'

soit isomorphe 3 une algébre de matrices carrées sur K'

¢) A est K-isomorphe 2 une algebre de matrices carrées sur un corps gauche

de centre K

Deux telles algébres sont dites équivalentes si les corps gauches qui
leur sont associés par c¢) sont K-isomorphes,Si ces algdbres ont méme dimension,
cela revient & dire qu'elles sont K-isomorphes. Le produit tensoriel définit par

passage au quotient une structure de groupe abélien sur 1l'ensemble des classes
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d'équivalence, C'est ce groupe que l'on appelle classiquement le groupe de Brauer

de K et que l'on note Br(K) .,
(1.2) On notera Br(n, K) 1l'ensemble des classes de K-isomorphisme de

K-algébres A telles qu'il existe une extension galoisienne finie K' de K

pour laquelle A, est isomorphe 2 1l'algebre Mn(K‘) des matrices carrées n X n

sur K' , Par définition Br(K) est réunion des sous-ensembles Br{n,K) pour

n €N , Soient K une cl8ture algébrique de K et G = Gal(K/K) . L'ensemble

Br(n,K) est l'ensemble des "formes" de Mn(ﬁ) , 11 est donc canoniquement iso-

morphe 2 Hl(G, Aut(Mn(k))) .

On salt que tout automorphisme de Mh(i) est intérieur, Par consé-
quent le groupe Aut(Mn(K)) s'identifie au groupe linéaire projectif PGL(n, K)

et on a une bijection canonique:
~ gl Z
en : Br(n,K) = H (G, PCL(n,K)) .
D'autre part la sulte exacte:

¥ - -
(*) 1 =+ XK = GL(n,R) = PGL(n,K) =» 1 ,

permet de définir un opérateur cobord:
- #
At Hl(G, PGL(n,K)) ~ HZ(G, K) .

En composant en et An , on obtient une application:

2 H
5n : Br(n, K) = H°(, K)

On vérifie facilement que les applications 5n gont compatibles entre elles et

définissent un homomorphisme de groupes:

& : Br(RK) = H2(G, k) .
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i
Proposition (1.3) . - L'homomorphisme & : Br(K) = HZ(G, K ) est bijectif,

Cela résulte des deux lemmes suivants:
) , 1 = 2 =¥ .
Lemme (1.4). - L'application [ H (G, PGL(n,RK)) =» H™(G, K ) est injective.

D'apres [14], cor, 2 la prop. I-44, 11 suffit de vérifier que chaque fois
qu'on tord la suite exacte (%) par un élément de Hl(G,PGL(n,K)) , le Hl du groupe
médian est trivial, Ce groupe médian est le groupe des K-points du groupe multipli-
catlf d'une algdbre centrale simple A de rang n2 sur K , Pour prouver que

1
1 (G, A*i) =0 , on interprédte A¥ comme le groupe des automorphismesdu A-module
libre L de rang 1, et Hl comme 1'ensemble des "formes" de L - des A-modules

2 .
de rang 0 sur K , automatiquement libres,

2 ¥
Lemme (1.5). Soient o € H (G, K) K' une extension finie de K contenue

- - _#
dans K , n=[K"{K] , et G'=Gal(R/K'), Si 1'image de o dans HZ(G‘, K ) est

nulle, alors, o _appartient 2 l'image de An Y

Remarquons tout d'abord qu'on a:

HZ(G’, &) =~ Hz(c, 63 & k) .

[D'un point de vue géométrique si l'on note x = Spec(K) , x' = Spec(K') et

7 : x'=x le morphisme canonique, on a R4 ﬂ*(G ) =0 pour q > O et par

m,x'

() pour q=z0] .

q q
sulte Hi(x', € )~ H(x, m €

Par ailleurs le choix d'une base de K' en tant qu'espace vectoriel

sur K permet de définir un homomorphisme

(R 8y K')¥* = GL(n, K)

qui, 2 un élément x , fait correspondre 1'endomorphisme de multiplication par x

de R & K' . On a alors un diagramme commutatif 2 lignes exactes:
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= - * - #* 3t
1 = K -O(K®KK‘) - (K®KK') /K - 1

J J

¥ - -
1 =+ K =GL(n, K) = PGL(n,K) - 1

Le lemme résulte du diagramme commutatif que 1l'on en déduit en passant a la cohomo-

logie:
e, ® g kDK s wiE, B - v, ®e kDD

A

- n 2 _*
H (G, PGL(n, K)) — H(G, K ) .

La connaissance du groupe de Brauer, en particulier sa nullité, est
extrémement importante en cohomologie galoisienne comme le montre la proposition

suivante:

Proposition (1,6), - Soient K un corps, K une cldture algébrique de K et

G = Gal(K/K) . Supposons que, pour toute extension finie K' de K , on ait

Br(K') = 0 , Alors on a:
. q =%
(i) H'(G, K) =0 pour tout q >0 .

(i1) HY¥G, F) = 0 pour tout G-module de torsion F et pour tout q = 2 ,

[Pour la démonstration, cf, J.P. SERRE, Corps locaux ou Cohomologie

galoisienne].

2, Le théoréme de Tsen,

Définition (2.1). - On dit qu'un corps K est C1 si tout polyndme homogéne

non_constant f(xl,...,xn) de degré d <n a un zéro non trivial,
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Proposition (2.2), - Si un corps K est €, ,ona Br(K) =0

I1 s'agit de montrer que tout corps gauche D de centre K et fini
sur K est égal 2 K . Soilent r2 le degré de D sur K et Nrd : D= K
la norme réduite,
[Localement pour la topologie étale sur K , D est isomorphe - non canoniquement -
3 une algeéebre de matrices Mr et la norme rédulte coincide avec l'application
déterminant, Celle-ci est bien définie, indépendamment de 1'isomorphisme choisi
entre D et Mr car tout automorphisme de MT est intérieur et deux matrices
semblables ont méme déterminant, Cette application définie localement pour la
topologie étale se descend, 3 cause de son unicité locale, en une application

Nrd : D= K] .

Le seul zéro de Nrd est 1'élément nul de D , car, si x #0 , on a
Nrd(x). Nrd(x“l) =1, D'autre part, si {el,...,e 2} est une base de D sur K
T

et si x =% x.e la fonction Nrd(x) s'écrit comme un polyndme homogéne

i"i”?

Nrd(xl,...,x 2) de degré r [c'est clair localement pour la topologie étale] ,
r

2
Puisque K est C1 ,ona r Sr, c'est-3-dire r =1 et D =K

Théordme (2,3) (Tsen). - Soient k un corps algébriquement clos et K une

extension de degré de transcendance 1 de k , Alors K est C1 .

Supposons tout d'abord que K = k(X) . Soit

£(T) = ¢ a; oy Ty T
1 n

un polyndme homogéne de degré d < n & coefficients dans k(X) . Quitte & multi-
plier les coefficients par un dénominateur commun on peut supposer qu'ils sont
dans k[X] . Soit alors & = sup deg(ai i ) . On cherche un zéro non trivial

IERREN
dans k[X] par la méthode des coefficients indéterminés en écrivant chaque

T, (i=1,...,n) comme un polyndme de degré N en X . Alors 1'équation
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£(T) = 0 devient un systéme d'équations homogenes en les n X (N + 1) coefficients
des polyndmes Ti(X) exprimant la nullité des coefficients du polynSme en X
obtenu en remplagant T, par Ti(X) . Ce polyndme est de degré § + Nd au plus, il
y a donc § + Nd + 1 équations en n X (N + 1) variables, Comme k est algébri-

quement clos ce systdme a une solution non triviale si n(N+1) >Nd +86 + 1 , ce

qui sera le cas pour N assez grand si d <n ,

I1 est clair que, pour démontrer le théoréme dans le cas général, il
suffit de le démontrer lorsque K est une extension finie d'une extension trans-
cendante pure k(X) de k . Soit £(I) = f(Tl"“’Tn) un polyndme homogéne de
degré d <€ n 3 coefficients dans K ., Soient s =[K : k(X)] et ejs...e  une
base de K sur k{X) . Introduisons de nouvelles variables Uij , en nombre sn ,
telles que T,= % Uij ej . Pour que le polyndme £(T) ait un zéro non trivial
dans K , il suffit que le polyndme g(Xij) = NK/k(f(z)) ait un zéro non trivial

dans k(X) . Or g est un polyn8me homogéne de degré sd en sn variables, d'ol

le résultat,

Corollaire (2.4). - Soient %k un corps algébriquement clos et K une extension
de degré de transcendance 1 de k ., Alors les groupes de cohomologie étale

14(spec(x), Gm) sont nuls pour tout q > 0 .

3. Cohomologie des courbes lisses,

Dorénavant, et sauf mentlon expresse du contraire, les groupes de coho-

mologie considérés sont les groupes de cohomologle étale,

Proposition (3.1). - Soient k un corps algébriquement clos et X une courbe pro-

jective non singuli2re comnexe sur k , Alors on a:
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o, ¢)
m
Hl(X, ¢ )
m

1, ¢)
m

Arcata

le morphisme canonique

-7
*
= k R
= Pic(X) ,
=0 pour q =z 2 .,
> =X

Soient 7 le point générique de X

et &
m,1

tout point fermé =x de X , solent iX

le groupe multiplicatif du corps

des fractions

K(X) de X , Pour

: x 2 X l'immersion canonique et Z, le

faisceau constant de valeur Z sur x . Ainsi j, Gm N
3
fonctions méromorphes non nulles sur X et & i zZ
Xy X
x € X
seurs, on a donc une suite exacte de faisceaux:
(%) 0 = & = g0 —div_ 1 Z =0
M x€x ¥
Lemme (3.2), - On a qu*Gm n =0 pour tout q >0 ,
3

est le faisceau des

le faisceau des divi-

I1 suffit de montrer que la fibre de ce faisceau en tout point fermé x

de X est nulle, Si ’BX . est l'hensélisé de

3

X en x

~
Spec(K) = n Xy Spec(OX’X) s

fractions de g , on a
X,x
done RY j.86 ) = nYSpec), &)
*m,n x > “m

Or K est une extension algébrique de

.

k(X)

et K le corps des

, donc une extension de degré de

transcendance 1 de k : le lemme résulte de (2.4).

q . =
Lemme (3.3), - On a H'(X,j, Gm>ﬂ) = 0

pour tout q >0

En effet de (3.2) et de la suite spectrale de Leray pour j , on déduit:
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¢ ) =u%n, e )

q .
H(X, i, _ -

pour tout q =z O et le deuxidme membre est nul pour q > 0 d'apres (2.4).

Lemme (3.4), - Ona HY(X, ® 1i_Z ) =0 pour tout q >0
x E X X3 X

En effet pour tout point fermé x de X , on a qux%IZX = 0 pour

q >0, car ix est un morphisme fini (II.3.6), et

q J|
H(X, 1. zx) H (%, zx)

Le deuxieme membre est nul pour tout q > 0 , car x est le spectre d'un corps
algébriquement clos [On voit que le lemme est vrail plus généralement pour tout

faisceau "gratte-ciel" sur X ].

On déduit des lemmes précédents et de la suite exacte (%) les égalités:
4(x, Gm) =0 pour q =2 |,

et une suite exacte de cohomologie en bas degré:

® 1i,2zZ)- Hl(X,G)-*l
x# Tx m

o (o] o
18 (X6 )= H (X3, )-»H (X,
m ;"M x€X

qul n'est autre que la sulte exacte:
s
1 2 k¥ = k(X)) =Div(X) =» Pic(X) =» 1
De la proposition (3.1) on déduit que les groupes de cohomologie de

X 2a valeur dans Z/n , n premler & la caractéristique de k , ont une valeur

raisonnable:
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Corollaire 3,501 - 81 X est de genre g et si n est inversible dans k , les

Hq(x, Z/n) _sont nuls pour gq > 2 , et libres sur Z/n de rang 1,2g,1 pour

q = 0,1,2 , Remplagant Z/n par le groupe ilsomorphe }pn , on a des isomorphismes

canoniques HD(X, ;p.n) My

HL(X, ;un) = Pica(x)r2

% (x, M) =Z/n .

Comme le corps k est algébriquement clos, Z/n est isomorphe (non

canoniquement) 2 M, - De la suite exacte de Kummer:

->
O-b‘pn Gm-b(l;m-'o,

et de la proposition (3.1) , on déduit les égalités:
Hq(X, Z/n) =0 pour q > 2 ,

et, en bas degré, des suites exactes:

n

* #*
0= B, )~k >k » 0

n

0= Hl(X, pn) -+ Pic(X) > Plc(X) > uz(x, i“n) - 0 .

De plus on a une suite exacte:

0 =+ pic%(X) = Pic(x) —8- 7z 4 o ,

et Pic®(X) s'identifie au groupe des points rationmels sur k d'une variété
abélienne de dimension g , la jacobienne de X , Dans un tel groupe, la multi-
plication par n est surjective et son noyau est un Z/n Z-module libre de rang 2g

(car n est inversible dans k ); d'ol le corollaire,
Un dévissage astucieux, utilisant la "méthode de la trace', permet
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d'obtenir en corollaire la

Proposition (3.6) (SGA4 IX 5,7), - Solent k un corps algébriquement clos, X

une courbe algébrique sur k et F un faisceau de torsion sur X ., Alors:

(1) ona HYX, F) =0 pour q>2.

(41) 81 X est affine, on a méme 1, 7) =0 pour gq > 1

Pour la démonstration, ainsi que pour l'exposé de la "méthode de la

trace" , nous renvoyons 2 SGA4 IX 5.

4, Dévissages.

Pour calculer la cohomologie des variétés de dimension > 1 on emploie
des fibrations par des courbes,ce qui permet de se ramener 2 étudier les morphismes
dont les fibres sont de dimension < 1 , Ce principe posséde plusieurs variantes,

indiquons-en quelques-unes,

(4.1) Soient A une k-algebre de type fini et CYRRRE S des générateurs
de A . Sil'on pose X = Spec(k) , X, = Spec(k[al,...,ai]) » X = Spec(a) ,
les inclusions canoniques k[al,.,.,aij - k[al,...,ai, ai+l] définissent des

morphismes X = X - ... X 2 X dont les fibres sont de dimension < 1 ,
i) n-1 1 [¢]

(4.2) Dans le cas d'un morphisme lisse, on peut &tre plus précis, On
P P

appelle fibration élémentalre wun morphisme de schémas £ : X = S qui peut

etre plongé dans un diagramme commutatif
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satisfaisant aux conditions suivantes:

(1) j est une immersion ouverte dense dans chaque fibre et

(i1) T est lisse et projectif, a fibres géométriques irréductibles

et de dimension 1 ,

(i1ii) g est un rev@tement étale et aucune fibre de g n'est vide,

On appelle bon voisinage relatif & S un S-schéma X tel qu'il
existe des S-schémas X = X ,...,Xo =S et des fibrations élémentaires

£ X, » X

P i-1 » 1= 1,...,n . On peut montrer [SGA 4, XI, 3.3] que si X est
un schéma lisse sur un corps algébriquement clos k tout point rationnel de

X possdde un voisinage ouvert qui est un bon voisinage (relatif a Spec(k) ).

(4,3) On peut dévisser un morphisme propre f : X = S de la facon

suivante, D'aprés le lemme de Chow, 1l existe un diagramme commutatif

X «—1— g

ot 71 et I sont des morphismes projectifs, 1 étant de plus un isomorphisme

au-dessus d'un ouvert dense de X . Localement sur S , X est un sous-schéma

n

fermé d'un espace projectif type 'PS

On dévisse ce dernier en considérant la projection ¢ : Eg - Pé

qui envoie le point de coordonnées homogénes (xo,xl,...,xn) sur (Xo’ xl) .

C'est une application rationnelle définile en dehors du fermé Y = 'Eg-z de Pz
d'équations homogenes X, = X = 0O ., Solt u : P~ :mg 1'éclatement a centre

Y ; les fibres de u sont de dimension < 1 , De plus il existe un morphisme

naturel v : P = ‘Eé qui prolonge l'application ratiomnelle ¢ et v fait
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de P un IPé-schéma localement isomorphe 2 l'espace projectif type IPn-l que

5 - 1
1'on peut 2 son tour projeter sur un IP , etc,

(4.4) On peut balayer une variété projective et lisse X par un pinceau de
~
Lefschetz . L'éclaté X de 1'intersection de l'axe du pinceau avec X se projette
1
sur P~ et les fibres de cette projection sont les sections hyperplanes de X

par les hyperplans du pinceau,
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IV. Théoréme de changement de base pour un morphisme propre,

1. Introduction.

Ce chapftre est consacré 2 la démonstration et aux applications du

Théorgme (1.1), - Soient £ : X - S un morphisme propre de schémas et F un

faisceau abélien de torsion sur X ., Alors, quel que soit q = 0 , la fibre de

qu*F en un point géométrique s de S est isomorphe & la cohomologie

#%(X_,F) de la fibre X =X ® Spec k(s) de £ en s .

Pour f : X =+ S une application continue propre et séparée (séparée
signifie que la diagonale de X XS X est fermée) entre espaces topologiques, et
F un faisceau abélien sur X , le résultat analogue est bien connu, et élémentaire:

comme f est fermée, les fﬂl(V) pour V voisinage de s forment un systéme

* *
fondamental de voisinages de XS , et on vérifie que H (XS, F) = 1im H (U, F) ,
-

U
pour U parcourant les volsinages de XS . En pratique, XS a méme un systéme
fondamental W de voisinages U dont il est rétracte par déformation et, pour F

% 3
constant, on a donc H (XS,F) = H (U, F) . En termes imagés: la fibre spéciale

avale la fibre générale,

Dans le cas des schémas la démonstration est plus délicate et il est in-
dispensable de supposer que F est de torsion (SGA4 XII 2). Compte tenu de la

q

description des fibres de R'f,F (I1.3.3), le théorzme (1.1) est essentiellement

équivalent au

Théordme (1.2). - Soient A un anneau local strictement hensélien et S = Spec(A)

Solent f : X = S un morphisme propre et Xo la fibre fermée de £ , Alors, pour

tout faisceau abélien de torsiom F sur X et pour tout q =20, on a

B, P =i, B .
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Par passage a2 la limite on voit qu'il suffit de démontrer le théoréme
lorsque A est l'hensélisé strict d'une Z-algeébre de type finl en un idéal
premier, On traite d'abord le cas q =0 ou 1 et F =%Z/n (§ 2), Un argument
basé sur la notion de faisceau constructible (§ 3) montre d'ailleurs qu'il suffit
de considérer le cas ot F est constant, D'autre part le dévissage (I1L, 4.3)
permet de supposer que Xo est une courbe; dans ce cas 11 ne reste plus qu'a

démontrer le théorzme pour q = 2 (§4).

Entre autres applications (§ 6), le théoréme permet de définir la notion

de cohomologie & support propre (§ 5).

2, Démonstration pour q =0 oul et F =Z/n

Le résultat pour g = 0 et F constant est équlvalent 2 la proposition

suivante [ théoréme de connexion de Zariski]:

Proposition (2.1), - Soient A un anneau local hensélien noethérien et S = Spec(A).

Soient £ : X = S un morphisme propre et XO la fibre fermée de £ , Alors les

ensembles de composantes connexes ‘T\’O(X) et “o(xo) sont en bijection,

Il revient au m@me de montrer que les ensembles de parties & la fois
ouvertes et fermées Of(X) et Of(Xo) sont en bijection. On sait que 1'ensemble
0£(X) correspond bijectivement 2 1l'ensemble des idempotents de I‘(X,Q_X) , de

méme Of(XO) correspond bijectivement 2 1'ensemble des idempotents de I’(XO,QX ) .
o

Il s'agit donc de montrer que l'application canonique

Idem (X, 0.) = Idem r(xo,gxo)
est bijective,

A
On notera m 1'idéal maximal de A , I‘(X,_QX) le complété de
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T(x, QX) pour la topologie m-adique et, pour tout entier n 2 0 ,
+1
Xn =X ®A A/EP . D'aprés le théoréme de finitude pour les morphismes propres
[EGA III, 3.2} , T(X, QX) est une A-algebre finie; comme A est hensélien, il

en résulte que 1l'application canonique

Idem T(X,0,) = Idem (X, QX)A

est bijective,

D'aprés le théordme de comparaison pour les morphismes propres

[ECGA 111, 4.1], 1'application canonique

A
TX,00" = lm T, (_)Xn)

est bijective, En particulier 1l'application canonique

Idem T'(X,0 )/\ - 1im Tdem T(X ,0_ )
=X o n —Xn

est bijective, Mails, puisque Xn et Xo ont méme espace topologique sous-jacent,

1'application canonique

Idem r(xn,gxn) = Tdem I‘(xo,gxo)

est bijective pour tout n , ce qui achéve la démonstration,
Puisque Hl(X, Z/n) est en bijection avec l'ensemble des classes

d'isomorphisme de revetements étales galoisiens de X de groupe Z/n , le

théorgme pour q=1 et F =7Z/n résulte de la proposition suivante.

Proposition (2,2)., - Soient A un anneau local hensélien noethérien et

S = Spec(A) , Soient f : X = S un morphisme propre et Xo la fibre fermée

de f ., Alors le foncteur de restriction
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Rev,et, (X) = Rev.et.(Xo)

est une équivalence de catégories,

[s1 Xo est connexe et si l'on a choisi un point géométrique de Xo

comme point base, cela revient a dire que 1'application canonique ﬂl(Xo) - ﬂl(X)

sur les groupes fondamentaux (profinis) est bijective].

La proposition (2,1) montre que ce foncteur est pleinement fidéle, En
effet, si X' et X" sont deux rev@tements étales de X , un X-morphisme de X'
dans X" est déterminé par son graphe qui est une partie ouverte et fermée de

1] "
X XX X '

I1 s'agit donc de montrer que tout rev8tement &tale X'o de XO
s'étend en un revetement étale de X , On sait que les revBtements étales ne
dépendent pas des éléments nilpotents [SGA 1, chap, I], par conséquent X'o se
reléve de manidre unique en un revé@tement étale X'n de Xn pour tout n 20 ,
autrement dit en un revétement étale )Ei du schéma formel )( complété de X
le long de X, - D'aprés le théoréme d'algébrisation des faisceaux cohérents

'
formels de Grothendieck [ théoreme d'existence, EGA III.5], X% est le complété

formel d'un rev@tement étale X' de X =X 8 A .

Par passage 2 la limite, i1 suffit de démontrer la proposition dans le
cas o A est l'hensélisé d'une Z-algdbre de type fini, On peut alors appliquer
le théoréme d'approximation d'Artin au foncteur F: (A-algdébres) = (ensembles)
qui, & une A-algébre B , fait correspondre l'ensemble des classes d'isomorphisme
de revé@tements étales de X ®A B , En effet ce foncteur est localement de présen-
tation finie: si Bi est un systéme inductif filtrant de A-algébres et si
B=1limnB, , ona F(B) = Um F(Bi) . D'aprés le théoréme d'Artin, étant donné
un élément g € FC&) , en l'occurrence la classe d'isomorphisme de X' , il

existe & € F(A) ayant méme Image que & dans F(A/m) . Autrement dit il

existe un revétement étale X' de X dont la restriction & Xo est isomorphe
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3. Faisceaux constructibles,

Dans ce paragraphe, on considére un schéma noethérien X et on appelle

faisceau sur X wun faisceau abélien sur Xet .

Définition (3.1). -~ On dit qu'un faisceau F sur X est localement constant

constructible (en abrégé l.c.c.) s'il est représenté par un rev@tement étale de X

Définition (3.2), - On dit qu'un faisceau F sur X est constructible s'il

vérifie les conditions équivalentes suivantes:

(1) 11 existe une famille finle surjective de sous-schémas X, de X

tels que la restriction de F 3 Xy soit 1,c.c,.

(ii) Il existe une famille finie de morphismes finis py ¢ X', X,

_pour chaque 1 un faisceau constant constructible (= défini par un groupe abélien

fini) €, sur X’i , et un monomorphisme F =~ Hpi* C

1
On vérifie facilement que la catégorie des faisceaux constructibles

sur X est une catégorie abélienne, De plus, si u : F =+ G est un homomorphisme

de faisceaux et si F est constructible, le faisceau Im(u) est constructible,

Lemme (3.3), - Tout faisceau de torsion F est limite inductive filtrante de

faisceaux constructibles,

En effet, si j : U= X est un schéma étale de type fini sur X , un
élément E € F(U) tel que n § = 0 définit un homomorphisme de faisceaux
I Z/nU =+ F dont 1'image (le plus petit sous-faisceau de F dont £ soit

section locale) est un sous-faisceau constructible de F ., Il est clair que F est

limite inductive de tels sous-faisceaux.

Définition (3.4). - Soient C une catégorie abélienne et T un foncteur défini
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sur C & valeurs dans la catégorile des groupes abéliens, On dira que T _est

effacable dans C si, pour tout objet A de ( et tout g € T(A) , il existe

un monomorphisme u : A= M dans C tel que T(u).a =0,

Lemme (3.5). - Les foncteurs HM(X, -) pour ¢ > O sont effacables dans la

catégorie des falsceaux constructibles sur X .,

11 suffit de remarquer que, s1 F est un faisceau constructible, il
existe nécessalrement un entier n > 0 tel que F soit un faisceau de Z/n-modules,
Alors il existe un monomorphisme F <& G

, ot G est un faisceau de Z/n-modules

et HYX, 6) = 0 pour tout q > O , On peut par exemple prendre pour G la

résolution de Godement [l 1 F- , ot x parcourt les points de X et
XEX X3t X
i X » X est un point géométrique centré en x , D'aprds (3.3) G est limite

inductive de falsceaux constructibles, d'oll le lemme, car les foncteurs Hq(X,-)

commutent aux limites inductives,

Lemme (3.6). - Soit ¢° : T° = T'" un morphisme de foncteurs cohomologiques

définis sur une catégorie abélienne (C et 3 valeurs dans la catégorie des groupes

abéliens. Supposons que 9 est effacable pour q > 0 et soit & un sous-ensemble

d'objets de C tel que tout objet de (€ solt contenu dans un objet appartenant

a & . Alors les conditions suilvantes sont équivalentes:

(1) <pq(A) est bijectif pour tout q = 0 et tout A € Ob C

(11) ¢0(M) est bijectif et ¢q(M) surjectif pour tout q > 0 et tout

MEe.

(1i1) ¢P(A) est bijectif pour tout A € 0b C et % est effacable pour

tout q >0 .,

La démonstration se falt par récurrence sur ¢ et ne présente pas de

difficultés,
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Proposition (3.7), - Seit X un sous-schéma de X . Supposoms que, pour tout

n 20 et pour tout schéma X' f£ini sur X , 1l'application canonlque

X', z/n) - Hq(Xc",Z/n) ,

ol Xé = X! XX XO , est bijective pour q = 0 et surjective pour q > 0

Alors, pour tout faisceau de torsion F sur X et pour tout q 20 , 1l'appli-

cation canonique

alx, ) = Hq(Xo, F)

est bijective.

Par passage & la limite, il suffit de démontrer l'assertion pour F
constructible, On applique le lemme (3,6) en prenant pour C la catégorie des
faisceaux constructibles sur X , ™™ =8%x, ), 7%= Hq(Xo,') et &

1'ensemble des faisceaux constructibles de la forme ﬂp Ci s, ou Py ¢ X'i - X
13
i
est un morphisme fini et C

g un faisceau constant fini sur X'i

4, Fin de la démonstration,

Par la méthode de fibration par des courbes (ITL4.3), on se raméne 2
démontrer le théor2me en dimension relative < 1 , D'aprés le paragraphe précédent,
il suffira de montrer que, si S est le spectre d'un anneau local noethérien
strictement hensélien, f : X - S un morphisme propre dont la fibre fermée Xo

est de dimension % 1 et n wun entier = O , 1'homomorphisme canonique

wix, z/n) =+ v, Z/n)

est bijectif pour q = 0 et surjectif pour g >0

Les cas q = 0 et 1 ont été vus plus haut et on a Hq(Xo, Z/n) =0

pour q = 3 ; 11 suffit domc de traiter le cas q = 2 . On peut évidemment supposer
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r -
que n est une puissance d'un nombre premier, Si n =p , ot p est la

caractéristique du corps résiduel de S , la théorie d'Artin-Schreier montre
2
qulon a H (X ,2/p") =0 .St n=4" , L #p , on déduit de la théorie de

Kummey un diagramme commutatif

Pic(X) o v,z
B
Pic(X ) > HZ(X , Z/AT)
[ [o]

olt 1'application B est surjective [On 1'a vu au chapitre III pour une courbe
lisse sur un corps algébriquement clos, mais des arguments similaires s'appliquent

a2 n'importe quelle courbe sur un corps séparablement clos].

Pour conclure, il suffira donc de wontrer:

Proposition (4,1), - Soient S le spectre d'un amnneau local noethérien hensélien

et £ : XS un morphisme propre dont la fibre fermée Xo est de dimension S 1,

Alors l'application canonique de restrictiom

Pic(X) = Pic(Xo)

est surjective [I1 suffit d'ailleurs que le morphisme f soit séparé de type

fini].

Pour simplifier la démonstration, nous supposerons que X est intégre,
bien que cela ne soit pas nécessaire, Tout faisceau inversible sur Xo est
associé a un diviseur de Cartier (car Xo est une courbe, donc quasi-projectif),

il suffit donc de montrer que 1'application canonique Div(X) = Div(Xo) est

surjective,

Tout diviseur sur Xo est combinaison linéaire de diviseurs dont le

support est concentré en un seul point fermé non 1solé de Xo . Solent x un
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un élément régulier non inversible de O et D

tel point, t € O
[+] -Xo,x o

—XO,X
le diviseur concentré en x d'équation locale to . Soit U wun volsinage ouvert
de x dais X tel qu'il existe une section t € T'(U, QU) relevant t_ . Soit
Y le fermé de U d'équation t = 0 ; quitte & prendre U assez petit, on peut
supposer que x est le seul point de Y N XO . Alors Y est gquasi-fini
au-dessus de S en x ; pulsque S est le spectre d'un anneau local hensélien,

est fini sur S et ol Y ne rencontre

on en déduit que Y = Y1~U'Y2 , o Y 9

1

pas Xo . De plus, conme X est séparé sur S , Yl est fermé dans X .
Quitte 2 remplacer U par un voilsinage ouvert plus petit de x , on

peut supposer que Y = Y., , autrement dit que Y est fermé dans X . On définit

1
alors un diviseur D sur X relevant D  en posant D\X -Y =0 et

D\U = div(t) «ce qui a un sens car t est inversible sur U - Y

Remarque (4,2). - Dans le cas o £ est propre, on pourrait aussi faire une
démonstration du méme style que celle de la proposition (2.2). En effet, comme
Xo est une courbe, il n'y a pas d'obstruction 2 relever un falsceau inversible
sur Xo aux voisinages infinitésimaux Xn de Xo , donc au complété formel
X de X le long de Xo . On conclut alors en appliquant successivement le

théoréme d'existence de Grothendieck et le théor2me d'approximation d'Artin,

5. Cohomologie a support propre,

Définition (5.1). - Soit X wun schéma séparé de type fini sur un corps k .

D'aprés un théorgme de Nagata, 11 existe un schéma X propre sur k et une

immersion ouverte j : X = X , Pour tout falsceau de torsion F sur X on

note j,F le prolongement par O de F a % et on définit les groupes de

cohomologle a support propre HE(X,F) en _posant

vk, » =&, 5P .

47



Arcata v - 10

Montrons que cette définition est indépendante de la compactification

i : X=X choisie, Soient j1 t X - il et jz : X — 22 deux compactifications,
Alors X s'envoie dans il X iz par x w (jl(X)’ jz(x)) et 1'image fermée iB
de X par cette application est une compactification de X ., On a ainsi un dia-

gramme commutatif

ot py et Py les restrictions des projections naturelles 2 i3 , sont des

morphismes propres,

I1 suffit donc de traiter le cas ol on a un diagramme commutatif

T
\

Nl€~————' Nl

avec p un morphisme propre.
Lemme (5.2). - Ona py(j,, F) = j;,F et Rp,(j,,F) =0 , pour q>0.

Notons tout de suite que le lemme suffit pour conclure, En utilisant
la suite spectrale de Leray du morphisme p , on en déduit qu'on a, pour tout
920,

F)

Hq(iz,jsz) = 14, in

Pour démontrer le lemme, on ralwnne fibre par fibre en utilisant le
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le théordme de changement de base (1.,1) pour p . Le résultat est immédiat, car,
au-dessus d'un point de X , p est un isomorphisme et, au-dessus d'un point de

Xl—X s jle est nul sur la fibre de p ,

(5.3) De méme, si f : X 2 S est un morphisme séparé de type fini de schémas
noethériens, il existe un morphisme propre f : X » S et une immersion ouverte

j : X=X . On définit alors les images directes supérieures & support propre

qul en posant pour tout faisceau de torsion F sur X
9: - g9 ;
R'E, =R f*(j!F)

On vérifie comme précédemment que cette définition est indépendante de

la compactification choisie,

Théoreme (5.4), ~ Soient £ : X = S un morphisme séparé de type fini de schémas

noethériens et F un faisceau de torsion sur X , Alors la fibre de qu!F

en un point géométrique s de S est isomorphe 2 la cohomologie a support

propre HI(X_, F) de la fibre X de f en s

C'est une simple variante du théoréme de changement de base pour un

morphisme propre (1.1). Plus généralement, si

< X'

<— §'
est un diagramme cartésien, on a un isomorphisme canonique

(5.4.1) gr@® F) = rif (g F)
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6. Applications.

Théoréme d'annulation (6.1), - Soient f : X = S un morphisme séparé de type fini

dont les fibres sont de dimension S n et F un faisceau de torsion sur X .

Alors on a qu!F =0 pour q >2n .

D'aprés le théoréme de changement de base, on peut supposer que S est
le spectre d'un corps séparablement clos, Si dim X =n , il existe un ouvert
affine U de X tel que dim(X-U) < n ; on a alors une suite exacte
0= FU - F = FX—U = 0 et, par récurrence sur n , il suffit de démontrer le
théoréme pour X = U affine, Puis 1la méthode de fibration par des courbes (III,4,1)
et le théoréme de changement de base permettent de se ramener a une courbe sur un

corps séparablement clos pour lequelle on déduit le résultat voulu du théoréme de

Tsen (cf, I1I1.3.6).

Théorgdme de finitude (6.2). - Soient f : X = S un morphisme séparé de type fini

et F un faisceau constructible sur X , Alors les faisceaux qu,F sont
constructibles,

Nous ne considérerons que le cas ot F est annulé par un entier inver-
sible sur X .

Pour démontrer le théoreéme on se raméne au cas od F est un falsceau
constant Z/n et odt £ : X = S est un morphisme propre et lisse dont les fibres
sont des courbes géométriquement connexes de genre g ., Pour n inversible sur
X , les falsceaux qu*F sont alors localement libres de rang fini, nuls pour

q > 2 (6.1), Remplacant Z/n par le faisceau localement isomorphe (sur §) U, » ona

canoniquement
Rof* My T My
(6.2.1) le% M, = Pic(X/8)
sz* M, = Z/n .
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Théorgme (6,3) (comparaison avec la cohomologie classique), -

Soient £:X + S up morphisme séparé de schémas de type finl sur € , et F un

an
falsceau de torsion sur X , Notons par un exposant le foncteur de passage aux

espaces topologliques usuels, et par qua? les foncteurs dérivés du foncteur image

directe 3 support propre par £ . Ona

@, 7)) = gl p20

En particulier, pour S = un point et F le faisceau constant Z/n ,

Hz(x, Z/n) = Hj(Xa“ , Z/n) .

Des dévissages utilisant le théor2me de changement de base nous raménent
au cas ot X est une courbe propre et lisse, od S = un point, et ot F =Z/n ,
Les groupes de cohomologie considérés sont alors nuls pour q # 0,1,2, et on in-
voque GAGA: en effet, si X est propre sur € , on a no(X) = ﬂo(Xan) et
ﬂl(X) = completé profini de nl(Xan) , d'olt 1l'assertion pour q = 0,1 , Pour g=2 ,
on utilise la suite exacte de Kummer et le fait que, par GAGA encore, Pilc(X) =

Pic(x®™) .

Théoreéme (6.4) (dimension cohomologique des schémas affines). Soient X un

schéma affine de type fini sur un corps séparablement clos et F un falsceau de

torsion sur X , Alors on a Hq(X, F) = 0 pour q > dim(X) .

Pour la trés jolie démonstration nous renvoyons a SGA 4, XIV §2 et 3.

Remarque (6.5). - Ce théoréme est en quelque sorte un substitut pour la théorie
de Morse, Considérons en effet le cas classique o X est lisse et affine sur

¢ plongé dans un espace affine type GN . Alors, pour presque tout point

p € mN , la fonction "distance & p" sur X est une fonction de Morse et les
indices de ses points critiques sont plus petits que dim(X) . Ainsi X est obtenu

par recollement d'anses d'indice plus petit que dim(X) , dfod 1'analogue classique

de (6.4).
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V. Acyclicité locale des morphismes lisses

Soient X wune variété analytique complexe et f : X - D un morphisme
de X dans le disque. On note [0, t] le segment de droite fermé d'extrémités O
et t dans D et J0, t] le segment semi-ouvert, Si f est lisse, 1'inclusion

. -1 -

i £ido, He—— 1o, D
est une équivalence d'homotopie; on peut pousser la fibre spéciale Xo = fﬂl(O)

dans f—l(EO, t]) .

En pratique, pour t assez petit, f'l(]O, t]) sera un fibré sur
1o, t] de sorte que 1'inclusion
-1 -1
X, =£f (t) &—— £ “(Jo, t])

t

sera également une équivalence d'homotopie, On appelle alors worphisme de

cospécialisation 1la classe d'homotopie d'applications:

cosp: X &> £71([0, t]) «——— £ 0, t]) c———x_ .

On peut exprimer cette construction en termes imagés en disant que, pour un

morphisme lisse, la fibre générale avale la fibre spéciale,

Ne supposons plus £ nécessairement lisse (mais supposons que
f_l(]o, t]) soit un fibré sur JO, t] ). On peut encore définir un morphisme
cosp¥ en cohomologie dés que j,Z =Z et quﬁ_z =0 pour q >0 ., Sous ces

hypothéses, la suite spectrale de Leray pour j montre qu'on a
se(sm 1 ~ -1
(£ (o, 1), z) & wx (s (o, t]), z)

*
et cosp est le morphisme composé:
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cospt 1 (X, 2) & (£ 0, 1), 2) & (s (0,61, 2) » wH(x_, 2)

La fibre de qu*‘z en un point x € Xo se calcule comme suit, On
prend dans un espace amblant une boule B€ de centre x et de rayon ¢ assez
petit, et pour 1 assez petit, on pose E = X 0 B€ N f_l(n t) ; clest la variété

des cycles évanescents en x , On a

®Y,z) & wlxns, n £ 0, m D, 2 S HlE, z)

et le morphisme de cospécialisation est défini en cohomologie dés que les variétés
de cycles évanescents sont acycliques [HO(E, Z) =% et HYUE,Z) =0 pour q > 0],

ce qui s'exprime en disant que f est localement acyclique,

Ce chapitre est consacré & 1'analogue de cette situation pour un morphisme
lisse de schémas et pour la cohomologie étale, Cependant il est indispensable dans

ce cadre de se limiter aux coefficients de torsion et d'ordre premier aux caracté-

ristiques résiduelles, Le paragraphe 1 est consacré a des généralités sur les

morphismes localement acycliques et les flaches de cospécialisation, Dans le para-
graphe 2, on démontre qu'un morphisme lisse est localement acyclique, Dans le
paragraphe 3, on joint ce résultat 2 ceux du chapitre précédent pour en déduire
deux applications: un théor2me de spécilalisation des groupes de cohomologle (la
cohomologie des fibres géométriques d'un morphisme propre et lisse est localement

constante) et un théorgme de changement de base par un morphisme lisse,

Dans tout ce qui suit, on fixe un entier n et "schéma" signifie
"schéma sur lequel n est inversible”, "Point géométrique" signifiera toujours

"point géométrique algébrique" (II 3,1,) x:Spec(k) » X , avec k algébriquement clos,
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1. Morphismes localement acycliques,

Notation (1.1), - Etant donnés un schéma S et un point géométrique s

g
de S , on notera § le spectre du localisé strict de S en s

Définition (1.2), - On dit qu'un point géométrique t de 8 est une

générisation de s s'il est défini par une cldture algébriqe du corps résiduel

spécialisation de t et on

d'un point de S% . on dit ausst que s est une
appelle fleche de spécialisation 1le S-morphisme t = e

Définition (1,3)., - Soit £ : X # S un morphisme de schémas, Soient

s un point géométrique de S , t une générisation de s , x un point géométrique

~K [ae's b 4
de X au-dessus de s et Xt =X X t . Alors on dit que Xt est une
== — = ¥

variété de cycles évanescents de £ au point x .

On dit que f est localement acyclique si, la cohomologie réduite de

(o
. ; o
toute variété de cycles évanescents Xt est nulle:

it
[w]

(1.3.1) Y, z/n)

it

i.e, HO(Xt, Z/n) =Z/n EHG‘(?;, Z/n) =0 pour q >0 .,

g: 8'=+5

Lemme (1.4), ~ Soient f : X = S un morphisme localement acyclique et

un morphisme quasi-fini (ou limite projective de morphismes quasi-finis), Alors le

déduit de f par changement de base est localement

morphisme £' : X' = §'
acyclique,

On vérifie en effet que toute variété de cycles évanescents de £!' est

une variété de cycles évanescents de £

: X = S un morphisme localement acyclique, Pour tout point géo-

Lemme 1,5, Soit f

S , donnant lieu 3 un diagramme cartésien

métrigue t de
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X
k
S

On a ey Z/n = f* ¢, Z/n et R4 €xZ/n =0 pour ¢ >0

e!
Q" S——
t

t ——————

Soient § 1'adhérence de e(t) , S' le normalisé de § dans k(t) ,

et le diagramme cartésien

<
\Y
s

>

X
- lf
4 s

> §! >

Tt

Les anneaux locaux de 8' sont normaux 3 corps de fractions séparablement clos,
Ils sont donc strictement henséliens, et 1l'acyclicité locale de f£' (1.4) fournit

1'Z/n =Z/n , qu'* Z/n = 0 pour q > 0 , Puisque ¢ est entler, on a alors
Rqe’ Z/n = ! qul Zin = gl £1% q = £ q = £ pd
" % wZin = ' EWMRYM, Z/n = £ q, R, Z/n = £* Rie,Z/n ,

et le lemme,

(1.6) Etant donnés un morphisme localement acyclique f : X = S et une
fleche de spécialisation ¢t = g’s , nous allons définir des homomorphismes cano-

niques, dits fi&ches de cospéclalisation
cosp* ! H*(Xt, Z/n) = H*(XS,Z/H) ,

reliant la cohomologie de la fibre générale Xt =X Xg € et celle de la fibre

spéciale XS =X xss
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Considérons le diagramme cartésien

¢’ ~
X > X < X
t s
fl
. .
t > 5% <« 5

déduit de f par changement de base, D'aprés 1.4, £' est encore localement
acyclique, De la définition de 1'acyclicité locale, on tire aussitdt que la restric-
tion 2 X, des faisceaux Rqa'* Z/n est Z/n pour q=0 , et O pour q >0,

Par 1,5, on sait méme que Rqe'*‘z/n =0 pour q >0 , On défi-

nit cosp®* comme la fléche composée
(1.6.1) B(X,, Z/n) T (X, €'y Z/n) ——> W (X_, Z/n) .

Variante: Soient § 1'adhérence de e(t) dans §°

, S' 1le normalisé de g
dans k(t) et X'/8' déduit de X/S par changement de base, Le diagramme (1,6.1)

peut encore s'écrire

H*(Xt, Z/n) = B¢ (X', Z/n) > H*(Xs, Z/n) .

Théorame (1.7). - Soient S un schéma localement noethérien, s un point géométrique

de S et f : X= S un morphisme, On suppose

a) le morphisme £ est localement acyclique,

s
b) pour tout morphisme de spécialisation t = § et pour tout g = o,

les fléches de cospéclalisation Hq(Xt, Z/n) - Hq(Xs, Z/n) sont bijectives.

Alors 1'homomorphisme canonique (Rgf*_ﬂln)s -+ Hq(xs, Z/n) est bljectif

pour tout gq = O
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Pour démontrer le théoréme, il est clair qu'on peut supposer S = §
On va en falt montrer que, pour tout faisceau de Z/n Z-modules F sur S , 1l'homo-

morphisme canonique ¢q(F) : (qu*f% F)S - Hq(Xs, f*F) est bijectif,

Tout faisceau de Z/n Z-modules est limite inductive filtrante de faisceaux
constructibles de Z/n Z-modules (IV.3.3). De plus tout falsceau constructible de
Z/n Z-modules se plonge dans un faisceau de la forme Hil* G o 0% i tk - S
est une famille finie de générisations de s et CX un Z/n Z-module libre de
rang fini sur tX . D'aprés la définition des flaches de cospécialisation, la

condition b) signifie que les homomorphismes ¢q(F) sont bijectifs si F est de

cette forme,
On conclut 3 1'aide d'une variante du lemme (IV.3.6):

Lemme (1,8), - Soit ( une catégorie abélienne dans laquelle les limites inductives

filtrantes existent, Soit ¢° : T' = T'' un morphisme de foncteurs cohomologiques

commutant aux limites inductives filtrantes, définis sur C et 2 valeurs dans la

catégorie des groupes abéliens. Supposons qu'il existe deux sous-ensembles ® et

g d'obiets de (¢ tels gque:

a) tout objet de € est limite inductive filtrante d'objets appartenant 3 § ,

b) tout objet appartenant 23 § est contenu dans un objet appartemant & & .

Alors les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) @q(A) est bijectif pour tout q = O et tout A € 0b C

(1) ¢q(M) est bijectif pour tout q = 0 et tout ME€g& .

T.a démonstration du lemme se fait par passage 2 la limite inductive,
récurrence sur q et application répétée du lemme des cing au diagramme de suites
exactes de cohomologie déduit d'une suite exacte O+ A=+ M= A' =20 , avec A€ Y,

MEE , A €0C .

Corollaire (1.9) . ~ Soient S le spectre d'un anneau local noethérien strictement

hensélien et f : X 2 S un morphisme localement acyclique, Supposons que, pour tout
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point géométrique t de S on ait H(X_, Z/n) =Z/n et HY(X_, Z/n) =0 pour

q > 0 [autrement dit les fibres géométriques de f sont acycliques]. Alors on a

£,%Z/n = Z/n et R, Z/n =0 pour q>0 .

Corollaire (1,10), - Solent £ : X =Y et g : Y- Z des morphismes de schémas

localement noethériens. Alors, si f et g sont localement acycliques, il en est

de méme de g ° £,

On peut supposer que X, Y et Z sont strictement locaux et que f et
g sont des morphismes locaux., Il s'agit alors de montrer que, si z est un point
géométrique algébrique de Z , on a HO(XZ, Z/n) =Z/n et Hq(XZ, Z/n) = 0 pour

q>0,

Puisque g est localement acyclique, on a HO(YZ, Z/n) =Z/n , et
Hq(Yz, Z/n) =0 pour q >0 . Par ailleurs le morphisme f : X =Y est locale-
ment acyclique (1,4) et ses fibres géométriques sont acycliques, car ce sont des
variétés de cycles évanescents de £ , D'aprés (1.9), on a donc qu%§z/n =0
pour q > O ., De plus fz*_Z/n est constant de fibre Z/n sur Y, . On conclut

a2 l'aide de la suite spectrale de Leray de fz .

2, Acyclicité locale d'un morphisme lisse,

Théoréme (2,1)., - Un morphisme lisse est localement acyclique,

Soit £ : X+ S un morphisme lisse, L'assertion est locale pour la
topologie étale sur X et S , on peut donc supposer que X est l'espace affine
type de dimension & sur S . Par passage 2 la limite, on peut supposer gque S
est noethérien et la transitivité de 1'acyclicité locale (1,10) montre qu'il suffit

de traiter le cas d =1 ,
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Soient s wun point géométrique de § et =x un point géométrique de X
centré en un point fermé de XS . I1 s'agit de montrer que les fibres géométriques

~ ~, ~
du morphisme X= = S° sont acycliques. On posera désormais S = 5° = Spec(A) et
X=X .ona x¥ spec A{T} , ot A{T} est 1'hensélisé de A[T] au point T =0

au~dessus de s

Si t est un point géométrique de S , la fibre Xt est limite pro-
jective de courbes affines et lisses sur t . On a donc Hq(Xt, Z/n) = 0 pour
g =z 2 et il suffit de montrer que Ho(Xt, Z/n) =%Z/n et Hl(Xt, Z/n) = 0 pour
n premier 3 la caractéristique résiduelle de S , Cela résulte des deux proposi-

tions suivantes,

Proposition (2,2). - Soient A un anneau local strictement hensélien, § = Spec(A)

et X = Spec A{T} . Alors les fibres géométriques de X - S sont connexes,

On peut se ramener par passage 3 la limite au cas o A est un hensélisé

strict d'une Z-algébre de type fini,

Scient T un point géométrique de S , localisé en t , et k' une
extension finie séparable de k(t) dans k(t) ., On pose t' = Spec(k') et

= X x_ Spec(k') . Il nous faut vérifier que, quels que solent t et t' , X

X © S

tl
est connexe (par quoi on entend connexe et non vide). Soit A' 1le normalisé de A
dans k' , i.e, l'anneau des éléments de k' entiers sur l'image de A dans k(t) .
on a AlT} 8, A" —=—5 A'{T} : le membre de gauche est en effet hensélien local
(car A' est fini sur A , et local) et limite d'algebres locales étale sur

AT = ALT) ®, A' . Le schéma X, est donc encore la fibre en t' de

X' = Spec(A'{T}) sur §' = Spec(A') . Le schéma local X' est normal, donc

intégre; son localisé X est encore intégre, a fortiori connexe,

t'
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Proposition (2.3), - Soient A wun anneau local strictement hensélien, § = Spec(A)

et X = Spec (A{T}) . Soient T wun point géométrique de § et Xz la fibre géo-

métrique correspondante, Alors tout rev&tement étale galoisien de XE dlordre

premier & la caractéristique du corps résiduel de A est trivial,

Lemme (2,3,1) (:héoréme de pureté de Zariski-Nagata en dimension 2), - Soient C

un anneau local régulier de dimension 2 et C' une C-algébre finie normale étale

au-dessus de l'ouvert complémentaire du point fermé de Spec(C) . Alors C' est

étale sur C .

En effet €' est normal de dimension 2, donc prof(C') = 2 , Puisque
prof(C') + dim proj(C') = dim(C) = 2 , on en conclut que C' est libre sur C ,
Alors l'ensemble des points de C ol C' est ramifié est défini par une équation,

le discriminant; puisqu'il ne contient pas de point de hauteur 1, il est vide,

Lemme (2.3.2) (cas particulier du lemme d'Abhyankar), - Soient S = Spec(V) un

trait, T une uniformisante, n le point générique de S , X 1lisse sur S ,

irréductible, de dimension relative 1, ?E un_revétement étale galolsien de Xn B

de degré n inversible sur 5, et S, = Spec(V[ﬂl/n]) . Notons par un indice

1

e
ie changement de base de S a § Alors, X

1 - se prclonge en un revétement

in
étale de X, .

N Bd
Soit X le normalisé de X dans X

1 1 in * Vu la structure des groupes

d'inertie modéréedes anneaux de valuation discréte localisés de X aux points

est étale sur X. sur la fibre générale,

~
génériques de la fibre spéciale X , X 1

8 1

et aux points génériques de la fibre spéciale, Par 2.3,1, 1l est étale partout,
2.3.3. Prouvons 2,3, Notons t le point en lequel t est localisé., Il nous est
loisible de remplacer A par le normalisé de A dans une extension finie séparable

k(t') de k(t) dans k(t) (cf. 2.2)., Ceci, et un passage & la limite préliminaire,
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nous permettent de supposer que

a)
b)

c)

d)

e)

A est normal noethérien, et t est le point générique de S

Le revétement étale considéré de XE provient d'un revEtement étale de X .
I1 provient d'un revé@tement étale %; de 1l'image réciproque XU d'un ouvert

non vide U de § (résulte de b): t est la limite des U ).

Le complément de U est de codimension = 2 (ceci au prix d'agrandir  k(t)

par application de 2.3.2 aux anneaux de valuation discrite localisés de S en
les points de S-U de codimension 1 dans S ; ces points sont en nombre fini),

~
Le revétement XU est trivial au-dessus du sous-schéma T=0 , (Ceci quitte 2

encore agrandir k(t) ).

Lorsque ces conditions sont remplies, nous allons voir que le revé@te-

~
ment XU est trivial,

Lemme (2,3.4). - Solent A un anneau local strictement hensélien normal et

noethérien, U un ouvert de Spec(A) dont le complément est de codimension = 2,

v

si

son image réciproque dans X = Spec(A{T}) et V' un revétement étale de V .,

V' est trivial au-dessus de T = 0 , alors V' est trivial.

Soit B =T(V', &) ., Puisque V' est l'Iimage inverse de V dans

Spec(B) , 11 suffit de voir que B est fini étale sur A{T} (donc décomposé,

puisque A{T} est strictement hensélien). Soit X = A[{T]] , et notons par

le changement de base de X a X . Le schéma X est fidzlement plat sur X,

On a donc TH(V', 6§) = B ®A{T} A[T}] , et 11 suffit de voir que cet anneau B est

fini étale sur A[[T]] .

-~ A
Soit V_ (resp, V'm) le sous-schéma de V (resp., V') d'équation

ml

T

= 0 , Par hypothése, V’o est un rev@tement trivial de VO 1+ une somme de

n~-copies de Vo . De m&me pour V'm/Vm , puisque les revétements étales sont

insensibles aux nilpotents, On en tire

@ :T(V', ©) » Lim T(V' , ) = (fm 10V, O
m
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Par hypothése, le complément de U est de profondeur = 2 : on a
T(Vm, 6) = A[T]/(Tm+1) , et ¢ est un homomorphisme de B dans ALLTII™ .

~

Au~dessus de U , il fournit n sections distinctes de V'/V : V' est donc
trivial, somme de n copies de V , Le complément de V dans X &tant encore
de codimension = 2 (donc de profondeur = 2) , on en déduit que B = AL[T]I" ,

d'ol le lemme,

3. Applications.
Théorzme (3,1) (spécialisation des groupes de cohomologile), -

Soit f:X - S un morphisme propre et localement acyclique, par exemple un morphisme

propre et lisse, Alors les faisceaux ng&z/n sont localement constants cons~-

tructibles et pour toute fldche de spéclalisation t = gs , les fléches de co-

spécialisation Hq(xt s Z/n) = Hq(XS, Z/n) sont bijectives,

Cela résulte immédiatement de la définition des fléches de cospécialisa-
tion et des théorémes de finitude et de changement de base pour les morphismes

propres,
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Théorzme (3.2) (changement de base par un morphisme lisse), - Soit un diagramme

cartésien

X e

X
£! lf
S

st B

avec g lisse, Pour tout faisceau F sur X , de torsion et premier aux caracté-

ristiques résiduelles de 8 , on a

gt R, F ——— R, (g F)

En prenant un recouvrement ouvert de X , on se raméne au cas ot X
est affine, puis par un passage 2 la limite au cas ot X est de type fini sur S |
Alors f se factorise en une {mmersion ouverte j : X = ¥ et un morphisme propre
E: X5, De la suite spectrale de Leray pour I o j et du théoréme de changement

de base pour les morphismes propres, on déduit qu'il suffit de démontrer le théoréme

dans le cas ot X =+ S est une immersion ouverte,

Dans ce cas, si F est de la forme ¢, C , ot ¢ : t =X est un point
géométrique de X , le théordme est corollaire de 1,5, Le cas général en résulte par

le lemme 1,8,

Corollaire (3,.3)., - Soient K/k une extension de corps séparablement clos, X un

k-schéma et n un entier premier 3 la caractéristique de k , Alors 1l'application

canonique Hq(X, Z/n) = Hq(KK , Z/n) est bljective pour tout gq = O ,

I1 suffit de remarquer que X est limite inductive de %-algébres lisses,

Théorgme (3,4) (pureté relative), - Soit un diagramme commutatif
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j 1
g o— > X < 2y
(3.4.1) £ h
S
avec f lissepurement de dimension relative N , h lisse purement de dimension

relative N-1 , i un plongement fermé et U = X-Y , Pour n premier aux caracté-

ristiques vrésiduelles de S, on a

igZ/n = Z/n
Ry Z/n = Z/n(-1),

qu*Z/n = 0 pour q =2

Dans ces formules, Z/n(-1) désigne le Z/n-dual de Moo 81 t est
une équation locale pour Y , l'isomorphisme le*z/nz‘zln(—l)Y est défini par
l'application a :Z/n —> le* My qui envoile 1 sur la classe du H, -torseur

iénes
des racines n de t ,

La question est de nature locale, Cecl permet de remplacer (X, Y) par

un couple localement isomorphe, par exemple

1 ] 1 i

A T S TP T < 7
f
T
avec T = Ag-}' et 1 = section 2 1'infini, Le corollaire 1,9 s'applique 2 g ,

et fournit ng* Z/n =Z/n pour q=0 , 0 pour q > O, Pour f , on a par

ailleurs (IV 6,2,1)

R, Z/n =z/n , 0,Z/n(-1) , 0 pour gq > 2,

On vérifie facilement que j,Z/n =Z/n , et que les qu% Z/n sont

concentrés sur 1(T) pour q > O ., La suite spectrale de Leray
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Ep? = RP, R, Z/n = ’PTg, z/n  se réduit donc 2

R, z/m o
i# le*Z/n )
d
2
Z/n 0 Z/n (~1) o ...

thez/n =0 pour q =22, et RPL$Z/n est le prolongement par zéro d'un

faisceau localement libre de rang un sur T (isomorphe, via d a Z/n{-1)).

2 3
L'application a , définie plus haut, étant injective (ainsi qu'on le vérifie fibre

par fibre), c'est un isomorphisme, et ceci prouve 3.4,

3.5. Nous renvoyons a SGA 4 XVI (§ 4 et § 5) pour la démonstration des applications

suivantes du théorzme d'acyclicité (2,1),

(3.5.1) Soient f : X =S un morphisme de schémas de type fini sur € et F un

faisceau constructible sur X , Alors

q an q.an,an
(R7f, )7~ R (FT)

(cf IV 6,3; en cohomologie ordinaire, 1l est nécessalre de supposer F constructible

et non seulement de torsion),

(3.5,2) Solent f : X = S un morphisme de schémas de type fini sur un corps k

de caractéristique O et F un faisceau constructible sur X . Alors, les qu§F

sont également constructibles,

La preuve utilise la résolution des singularités et 3.4, Elle
est généralisée au cas d'un morphisme de type fini de schémas excellents de
caractéristique O dana SGA4 XIX §5, Une autre démonstration, indépendante de la
résolution,est donnée dans ce volume (Th, finitude, 1.1), elle s'applique & un

morphisme de schémas de type fini sur -un corps ou sur un anneau de Dedekind,
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VI. Dualité de Poincaré

1. Introduction
Soit X wune variété topologique orientée, purement de dimension N , et

supposons que X admette un recouvrement ouvert fini U = (Ui) , tel

1= is X

que les intersections non vides d'ouverts Uy soient homéomorphes 2 des boules,

Pour une telle variété, le théoréme de dualité de Poincaré peut se présenter ainsi:

A, La cohomeclogie de X est la cohomologle de 5ech correspondant au revétement U ,

C'est la cohomologie du complexe

(1) o0 =z° sz » .,
od A= {1l < L<d et U N LN # 0)
o k
B. Pour a €A, a= (10,-..,ik) » solt U _ = Uioﬂ - Uik et soit j_

1'inclusion de Ua dans X . Le faisceau constant Z sur X admet la résolution

(4 gauche)

2 .28 zZ> ®j,Z - 0

aEAl ja! acA
°

/2 .

*
La cohomologie a support compact HC(X, i Z) n'est autre que la cohomologie

& support propre de la boule (orientée) v,

Hi(X,j‘Z)= 0 si 1#N
C a:

Z si 1 =N

La suite spectrale d'hypercohomologie, pour le complexe (2) et la
cohomologie & support propre, affirme donc que Hi(X) est le (i-N)-i2me groupe de

cohomologie d'un complexe
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A A
(3) .=z =z %a 0

Ce complexe est le dual du complexe (1), d'ol la dualité de Poincaré,

Les points essentiels de cette construction sont
a) l'existence d'une théorie de cohomologie 2 support propre :
b) le fait que tout poilnt x d'une variété X purement de dimension N a un

systéme fondamental de volsinages ouverts U pour lesquels

4 HZ(U)= 0 pour 1 #N |,

Z pour 1 =N

La dualité de Poincaré en cohomologie étale peut se construire sur ce
modéle, Pour X 1lisse purement de dimension N sur k algébriquement clos,
n inversible sur X et x un point fermé de X , le point clef est de calculer

la limite projective, étendue aux volsinages étales U de x

i
(5) 1im HC(U, Z/n) = I si 1 # 28

Z/n si 1L =2N ,

De méme que pour les variétés topologiques il faut d'abord
traiter directement le cas d'une boule ouverte (voire simplement celui de 1'inter-
valle J0, 1f ), ici il faut d'abord traiter directement le cas des courbes (§2),
Le théoréme d'acyclicité locale des morphismes lisses permet ensuite de ramener

(5) a ce cas particulier (§ 3).

Les isomorphismes (4) et (5) ne sont pas canoniques: ils dépendent du
choix d'une orientation de X , Pour n inversible sur un schéma X , W, est
un faisceau de Z/n-modules libres de rang un, On note Z/n(N) sa puissance

e

tensorielle N-™ (N €2Z) . La forme intrinstque de la deuxizme ligne de (5) est
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(s ln WV, z2/mM0) = zZ/n

et Z/n(N) s'appelle le faisceau d'orientation de X ; le falsceau Z/n(N)

étant constant, isomorphe & Z/n , on peut le faire sortir du signe H et écrire

plutdt

(5") (Z:N(U,Z/n) =Z/a(-N) ,

lim H
(———.

et la dualité de Poincaré prendra la forme d'une dualité parfaite, 2 valeurs dans

Z/n(-N) , entre Hi(X, Z/[/n) et HiN—i(X, Z/n)y .

2. Le cas des courbes,

(2.1) Soient X une courbe projective et lisse sur k algébriquement clos, et
n inversible sur X . La preuve de III 3,5 fournit, pour X connexe, un iso-

morphisme canonique

B R, p) = Ple®)/npic® —2E» z/n

Solent D un diviseur réduit de X et X =X - D

La suite exacte 0 = Ip, M, i, M, 0 et le fait que
Hi(i, i*un) = Hi(D, pn) =0 pour 1 >0 fournissent un isomorphisme
2 2= ~ 2,= ~
HC(X, “n) =H° (X, 1 p.n) = H (X, p.n) — Z/n .
Pour X disconnexe, on a de méme

x)
2 ~ s
HC(X, pn) & /n)

et on définit le morphisme trace comme la somme

9 UG OB
Tr o B (X, uy) = @/n) —=—> Z/n
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Théor2me(2,2)-La forme Tr(a U b) identifie chacun des deux groupes Hi(X, Z/n)

et Hi_i(X, pn) au dual (& valeurs dans Z/n ) de 1l'autre,

Preuve transcendante, S1 X est une courbe projective et lisse sur un trait § ,

et que j : X% X est l'inclusion du complémentaire d'un diviseur D étale sur § ,
les cohomologies (resp, les cohomologles a support propre) des fibres géométriques
spéciales et génériques de X/S sont "les memes", i,e, les fibres de falsceaux
localement constants sur § . Cecl se dédult des faits analogues pour X et D,
via la suite exacte O = j!Z/n -+ Z/n = Z/nD -+ 0 (pour la cohomologie &
supports propres) et les formules j,Z/n =Z/n , le* Z/n;Z/HD(-l)

Rij*Z/n =0 (i =2 2) (pour la cohomologie ordinaire) (V 3,4),

Ce principe de spécialisation raméne 2,2 au cas ot k est de caracté-
ristique 0,Par V 3,3,ce cas se raméne & celui ot k =€ , Enfin, pour k =0 ,
les groupes B (X, Z/n) et H"C"(X, un) cotncident avec les groupes de m@me nom,

calculés pour 1l'espace topologlique classique Xcl et, via 1'isomorphisme

2mix
n

Z/n = Mot oX e exp( ) , le morphisme trace s'identifie a "l'intégration sur

la classe fondamentale", de sorte que 2,2 résulte de la dualité de Poincaré pour Xcl ,

(2.3) Preuve algébrique, Pour une preuve trés économique, voir (Dualité §2), En voici

une autre, liée a l'autodualité de la jacobienne,

Reprenons les notations de 2,1, On peut supposer - et
on suppose - que X est connexe, Les cas 1=0 ou 2 étant triviaux, on suppose
aussi que i =1 , Définissons DGm par la suite exacte
0 = DGm - Gm - 1, mm» 0 ({sections de Gm congrues & 1 mod D), Le groupe
Hl()-(,D(Em) classifie les faisceaux inversibles sur X trivialisés sur D , C'est
le groupe des points de PicD(}_() , une extension de Z (le degré) par le groupe
des points d'une jacobienne généralisée de Rosenlicht (correspondant au conducteur 1

en chaque point de D ) Picg()-() , elle-méme extension de la variété abélienne

p1c®(X) par le tore 6;111)1/ (& diagonal).
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n
. X" x
a) La suite exacte O = PRV Gm — >, ¢ =0 fournit un
isomorphisme
(2.3.1) B, u) = p1l®)
* c 7 Fn D "n

b) L'application qui & x € X(k) associe la classe du faisceau inversible 6(x)

sur X , trivialisé par 1 sur D , provient d'un morphisme

f:X-—>> PicD(i)

Pour la suite, on fixe un point base O et on pose fo(x) = f(x) - £(0) ,
Pour tout homomorphisme v : Picg(i)n - Z/n , soit Vv € Hl(Pic;(i), Z/n)
1'image par v de la classe dans Hl(Pic;(i) s Picg(i)n) du torseur défini par

l'extension

n

o o,z o,=
0 - PicD(X)n -» PicD(X) > PicD(X) - 0

La théorie du corps de classe géométrique (telle qu'exposée dans Serre [15])

montre que l'application v fi(;) :

(2.3.2) Hom(PicD(®)_, Z/n) —> u'(X, Z/n)
est un isomorphisme, Pour déduire 2,2 de (2.3.1) (2.3.2), il reste a savoir que
(2.3.3) Tel{u U fﬁ(;)) = ~y{u) .

Cette compatibilité est prouvée en (Dualité, 3.2.4).

3. Le cas général,

Soient X wune variété algébrique lisse et purement de dimension N ,
sur k algébriquement clos, Pour énoncer le théoréme de dualité de Poincaré, il

faut tout d'abord définir le morphisme trace

Tr HiN(X, Z/n(W) +zZ/n .

La définition est un dévissage pénible 2 partir du cas des courbes (SGA 4 XVIII

§ 2 }. On a alors
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Théoreme (3,1),-La forme Tr(a U b) identifie chacun des groupes Hi(X, Z/a(N))
HZN—i

t

(X, Z/n) au dual de 1'autre,

Soient x € X un point fermé et X, le localisé strict de X en x ,

Nous posons, pour U parcourant les voisinages étales de x
() “x_, z/n) = *( )
HC Xx’ Z/n) = lim Hc U, Z/n

11 serait préférable de considérer plutdt le pro-objet "iim" Hi(U, Z/n) mais,
les groupes en jeu étant finis, la différence est Inessentielle, Comme on a tenté
de l'expliquer dans 1'introduction, (3.1) résulte de ce que

HZ(XX, Z/u) = 0 pour 1 # 2N et que
2

Tr: HZN(
C

X Z/n(N)) —=—> 7Z/n est un isomorphisme.

Le cas ot N=0 est trivial, Si N > 0 , soit Yy le localisé strict en un
point fermé d'un schéma Y 1lisse purement de dimension N-1 , et soit £ : Kx - Yy
un morphisme essentiellement lisse (de dimension relative un), La démonstration uti-
lise la suite spectrale de Leray en cohomologle 2 support propre pour £ , pour se
ramener au cas des courbes, Les "cohomologles 2 support propre" considérées étant
définies comme des limites (1), 1l'existence d'une telle suilte spectrale pose divers
probleémes de passage 2 la limite, traités avec trop de détails dans SGA4 XVIII,

Ici, nous nous contenterons de calculer,

Pour tout point géométrique =z de Yy , on a

(Rif! z/n), = Hi(f-l(z), Z/n)

La fibre géométrique f_l(z) est une limite projective de courbes lisses sur un
corps algébriquement clos, Elle vérifie la dualité de Poincaré, Sa cohomologie

ordinaire est donnée par le théoréme d'acyclicité locale pour les morphismes lisses:
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Hi(f_l(z) s Z/n)

1
N
e
)

pour 1 =0

0 pour 1 >0 .,

Par dualité, on a

Z/n(-1) pour i =2

HE(EH(2), 2/m)

0 pour 1 # 2 .

et la suite spectrale de Leray s'éerit

i-2

Hi(xx, Z/n (N)) = L (Yy, Z/n(N-1)) .

On conclut par récurrence sur N

4, Variantes et applications.

On peut construire, en cohomologie étale, un "formalisme de dualité"

¥*

!
Rf, , £ , Rf" satisfaisant diverses compatibilités et

(= des foncteurs Rf, , 1

formules d'adjonction) paralléle a celul qul existe en cohomologie cohérente, Dans
ce langage, les résultats du paragraphe précédents se transcrivent comme suit: si
f: X=8S est lisse et purement de dimension relative N , et que S = Spec(k) ,

avec k algébriquement clos, alors
1
Rf Z/n =z/n [28] (W)
Ce résultat vaut sans hypothése sur S ., Il admet le

Corollaire,~ Si f est lisse et purement de dimension relative N , et que les

faisceaux Rifl Z/n sont localement constants, alors les faisceaux Rif*,z/n

sont aussi localement constants, et

R'e, z/n = Bon @Y Z/nW), Z/0) .
En particulier, sous les hypothéses du corollaire, les falsceaux
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Rif* Z/n sont constructibles, Partant de li, on peut montrer que, si S est de
type fini sur le spectre d'un corps ou d'un anneau de Dedekind, alors, pour tout
morphisme de type fini £ : X =+ S et tout falsceau constructible & sur X , les

faisceaux Rif* F sur S sont constructibles (Th, finitude, 1,D.
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RAPPORT SUR LA FORMULE DES TRACES

Dans ce texte, j'ai tenté d'exposer de fagon aussi directe que possible la
théorie cohomologique de Grothendieck des fonctions L . Je suis de trés prés cer-
tains des exposés donnés par Grothendieck 2 1'IHES au printemps 1966. Dans 1'esprit

de ce volume, il ne sera pas fait appel & 8GAS - sauf deux références & des passa-

ges de l'exposé XV, indépendant du reste de ce séminaire.

Dans le §10 (p.81-90) de [17], le lecteur trouvera un résumé de la théorie,

dans le cas crucial des courbes.
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1.- Quelques rappels.

1.1- Notations.

p, 9, T, IFq : p est un nombre premier, q = pf une puissance de p et
F une cldture algébrique du corps premier ]Fp . Pour toute puissance pn de p ,

on note IF a le sous~corps & pn éléments de T

P
XO,X : On désignera souvent par un symbole affecté d'un indice o un objet
sur }Fq . Le meme symbole, sans o , désigne alors l'objet qui s'en déduit par

extension des scalaires & T , Par exemple, si 30 est un faisceau sur un schéma

XO sur ]Fq ; on note ¥ son image réciproque sur X = XO ® ]FIF
q
F: Si X, est un schéma sur ]Fc1 , on appelle morphisme de Frobenius et

on note F 1'endomorphisme de X qui "envoie le point de coordonnées x dans celui

Xq 1

de coordonnées c'est 1'identité sur 1l'espace topologique sous-jacent et, pour

x une section locale du faisceau structural, F¥x = x4

On désigne encore par F 1'endomorphisme de X qui s'en déduit par extension
des scalaires. Sur l'ensemble X(TF) = Xo(]F) des points rationnels de X , F agit
commelasubstitution de Frobenius ¢ € Gal(]F/]Fq) définie par ¢(x) = xt | En par-

ticulier, X =x (F) .
o q
En cas d'ambiguité, on écrira F(q) plutdt que F .,

1.2 - Correspondance de Frobenius.

Soient Xo un schéma sur ]Fq , et 30 un faisceau sur XO . J'aime voir

comme suit la correspondance de Frobenius (un F-endomorphisme de 30)
(1.2.1) F* o PR3 ——> 35

On regarde 30 comme le faisceau des sections locales d'un espace [&OT

étalé sur X ([30] est un espace algébrique au sens de M, Artin).
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La fonctorialité de F fournit un diagramme commutatif

F
—_—
3, (3,
o o
Parce que [ 7 est étale sur Xo , ce diagramme est cartésien ; il fournit un
o

isomorphisme [& ]  ——— F#[3,] d'inverse (1.2.1) . On note encore F¥ les cor-
respondances ou morphismes déduits de F par extension des scalaires ou par fonc-

*
torialité, tels F¥* ; Hg(X,S) - HC(X,S).

Pour une définition en forme, je renvoie & SGA 5 XV §1,2, On n'y considére

que le cas ot q =p , mais le cas général se traite de m&me.

1.3~ La correspondance de Frobenius est fonctorielle en (Xo,go) . Si

fo H Xo — Yo est un morphisme de Eﬁ- schémas, 30 un faisceau sur XO;}O
un faisceau sur Y, et uc€ Hom(fgqo,go) = Hom(Qo,fo*Eo) un £ -morphisme de G,

dans 30 » on & un diagramme commutatif d'espaces foF =F fo , et au-dessus un

diagramme commutatif de faisceaux

£
1%} u
—— e
XO YO 3O c:}O
lF J{F FH* F¥*
£
[e]
—_— < — .
XO YO 3O qO

En particulier, la correspondance sur fo*go déduite de la correspondance de

Frobenius de (XO,SO) est la correspondance de Frobenius de (Yo’fo*so)

1.4~ Le morphisme naturel Y — YO est limite de morphismes étales. Il en résulte

que pour tout faisceau abé&lien 30 sur Xo ; les images réciproques sur Y des

i i
R fo*go sont les R f*3 .

Sur le*3 , on dispose de

. ~ . * .
a) la correspondance F*le%E R'f & F le*z déduite par fonctorialité de

la correspondance de Frobenius;
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b) la correspondance F*le*:} — le*a'- image réciproque sur Y de la correspon-

. i
dance de Frobenius sur R fo%go .

On déduit de 1.3 que ces correspondances cofncident. Elles induisent le terme

initial d'une action de Frobenius sur toute la suite spectrale
1Py, R, 3 = vPMx,m
De méme en cohomologie & support propre, et pour la suite spectrale

By (v, 76,3 = 1™, m

1,5 - Changement de corps fini.

Soient (XO,IZIO) sur IFq, n un entier, et (xl,gl) sur F _ déduit de

q
(XO,EO) par extension des scalaires. On dispose d'une part de la correspondance de
i : * 0 FY , d'aut 1t de
Frobenius F(q) Xo — Xo s F(q) F(q)ﬁo —— 30 autre pa
. 3 R s .
F a. ¢ Xl —— Xl , F . F¥ n 31 — 31 . On vérifie facilement que F a
(C) (q7) (q7) (¢

se déduit de la puissance niéme de F(q) par extension des scalaires de ]Fq 2

¥

g0 ; aprés extension des scalaires & TF

, on a encore la méme identité

F(qn) = Fr(lq) entre endomorphismes de X et correspondances sur X

Si x est un point fermé de X, avec [kix) IFq] =n , et que
% € X (F) = X(F) est localisé en x , % est un point fixe de F =5
o (@™ (q)
On note F:{* 1'endomorphisme de 3‘5; induit par F¥ n. * A isomorphisme prés,
(q7)
(E;{%, 3}—{) ne dépend pas du choix de x . La trace, etc, de F;{% se désigne par

unme notation telle que Tr(F;‘i‘,E) .
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1,6- Fonction L .

Soit X un schéma de type fini sur Eﬁ . On note |xo1 1'ensemble de
ses points fermés et, pour x € |XO| , on pose deg(x) = [k(x) : Eb] .81 g
est un D&—faisceau sur XO (pour cette notion, voir ci-dessous) - ou un faisceau

constructible et plat de modules sur un anneau noethérien commutatif A =~ on note

L(XO,3E) la série formelle de terme constant 1, dans Q{[[tj] ou dans A[[t]] s

L(X ,3) = Tr det (L-Fx tdeg("),vﬁ)'1
[e] o] % E IX l X
[o]

Remarque 1.7.

Dans la définition 1.6, on a deg(x) = [k{x) : Ep] (degré absolu) et non
deg(x) = [k(x) : Eﬁ} (degré relatif 2 Eq) . Ceci & pour effet que L(Xo,go) ne
dépend que du schéma Xo et du faisceau 30 , ncn de q et du morphisme struc-

turel R, —> SpEC(Eﬁ) . L'indéterminée t est un avatar de phs

1.8- Le point de vue galoisien,

ce n° ne sera pas utilisé dans la suite du rapport. Pour 30 un faisceau
abélien sur X, le groupe de Galois Gal(]F/Ea) agit sur T , et par transport
de structure sur HZ(X,E) . En particulier, la substitution de Frobenius ¢ (1.1)
induit un automorphisme, encore noté ¢ , de Hi(X,&) . La correspondance de

Frobenius définit de son c8té un endomorphisme F#* de Hi(X,&) . Ona

(1.8.1) e g (sur H.(X,3)

Pour le voir, appliquons 1.4 au cas ol Y, est un point : Y = Spec(Fq).
On trouve que Hz(X,E) est la fibre, au point géométrique Spec(TF) de Y, o de
le'SO ; et que F¥ est la fibre de la correspondance de Frobenius de le'go

Soit [le'3o] comme en 1.2 , On a Hi(X,&) = [Rif,go] (F) et

a) ¢ agit par transport de structure, via son action sur TF s
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b) F¥* est 1'inverse de F : [R £, J(F) — [R'£,3 1(F)
On conclut par 1l'identité F = ¢p de 1.1

Un des intéré@ts du point de vue galoisien est qu'il permet de raisonner par

transport de structure,
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2,.- -faisceaux.
2.- R, -faisceaux

La notion de QL—faisceau est développée en détail dans SGA 5 V, VI . Nous

n'utiliserons que les définitions et résultats ci-dessous.

Défipition 2.1.~- Soit X wun schéma noethérien. Un Z& -faisceau & gur X est un

systéme projectif de faisceaux Sn (n >0) , avec 3n un faisceau de

Z/&n+l -modules constructibles (SGA 4 IX §2), & tel que le morphisme de tran-

sition gn — 3n se factorise par un isomorphisme

1
N o~
3n ® gz 40+l Z/y ——> En_l .

On dit que & est lisse si les Zin sont localement constants,

La terminologie de SGA 5 est différente, on y dit

Z)?,_ faisceau comstructible pour Z&- faisceau
et

constant tordu constructible pour lisse
De m@me, ci-dessous, pour les R, -faisceaux.

2.2- 8i k est un corps séparablement clos, un faisceau de Z/4"- modules sur
spec(k) s'identifie & un Z/{,n—module, et le foncteur F———> fim En identifie
les ZL_ faisceaux sur Spec(k) aux ZL—modules de type fini. Ceci justifie la dé-

finition suivante : la fibre du Z, -faisceau & en le point géométrique x de X

£

est le ZL—module &im(ﬁn)x

2.3- Supposons X connexe, et soit x un point géométrique de X . On sait que

le foncteur "fibre en x" est une équivalence de la catégorie des faisceaux loca-
lement constants constructibles de Z/4" -modules avec la catégorie des Z/Ln— modules
de type fini munis d'une action continue de nl(X,x). Par passage & la limite, on

en déduit la proposition suivante,
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Proposition 2.4,.- Sous les hypotheses ci-dessus, le foncteur "fibre en x" est

une équivalence de la catégorie des ZL -faisceaux lisses sur X _avec celle

des Z, -modules de type fini munis d'une action continue de ﬂl(X,X).

Proposition 2,5, - Soit & un ZL -faisceau sur un schéma noethérien X ., Il

existe une partition finie de X en parties localement fermées Xi telles

que les 3‘)(1 soient lisses.

Posons gr?& = /{,naim/&m-l:;

pour m>n , et grt3 = @ gri& . Clest un
faisceau de modules sur 1'anneau noethérien grLZZN Z/L[t] , gradué de Z pour
la filtration f-adique, C'est un quotient de grza'« ® Z/LZ//L [t] , donc un fais-
ceau de gr%z -modules comstructible (SGA 4 IX §2), et il existe une partition fi-
nie de X en parties localement fermées X telle que gr&3|Xi soit localement

. n L
constant, Chacun des faisceaux gr{;&'xi est alors localement constant ainsi que

les ?’m'Xi , qui en sont des extensions successives,

2,6.- 81 F et G sont deux Z{ -faisceaux sur X , on pose

Hom(&F, Q) = Lim Hom({?n,qn) ; ¢'est un Z, -module. Puisque Hom(l}n,qn)=Hom(3m,Qn)

2

pour m >n , On & encore
Hom(F,G) = Lim tim Hom(F G )
n m

de sorte que le foncteur Fi+i—> "Lim"gn est pleinement fidéle, de la catégorie
des ZL -faisceaux dans celle des pro-faisceaux sur X(= pro-objets de la catégorie
des faisceaux sur X) . On l'utilisera pour identifier les Z& -faisceaux a cer-

n+l . .
+ % soit un faisceau, et que

tains pro-faisceaux (ceux tels que chaque 3n = %/
3 —> ")Lim"Hn) . On vérifie aisément que si JF = "J(,im":}n , avec 'Jn un fais-
ceau constructible de Z/ {,n-modules, pour que & soit un Z»L -faisceau, il faut
et il suffit que les systémes projectifs (en n) 3n/«f,k+182n soient essentiellement

constants : le systéme projectif des F = 1im & /{,k+13 vérifie alors les condi-
projd k = “n n
n

s - I 3 i} T
tions de 2,1 , et F = 4im 3k
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Dans ce qui suit, nous abandonnons la notation :}n de 2.1 ; si & est un

Zé—faisceau, le faisceau :}n de 2,1 sera noté FI® Z/L ntl

2.7.~ Dans la catégorie abélienne des pro-faisceaux, la sous-catégorie des ZL—
faisceaux est stable par noyau, conoyau et extemsion, C'est clair pour les conoyaux.
Pour les noyaux, si f : ¥ ——> § est un morphisme de Z& -faisceaux, on déduit
aisément de 2.4, 2.5 et de Artin-Rees que le systdme projectif des

Ker(f : 3® z/2" —> g® Z/A") vérifie le critére donné en 2.6 ci-dessus. Il

existe méme un entier r tel que pout tout n

n+r T

Rer (£) ® Z/4" = Rexr(f : 38 z/4"" —= g8 z/"") ® z/i"

Le cas des extensions est laissé au lecteur.

2,8.,- Un Ef—faisceau ¥ est sans torsion si Ker{(y : ¥ ——> 3) = 0 ., Chaque
FQ® z/4" est alors plat sur Z/4" (i.e. a fibres des Z/4" -modules libres de
type fini), On déduit de 2.4 , 2.5 que pour tout Ef—faisceau F il existe un

. n . s
entier n tel que F/Ker(4 ) soit sans torsion,

2.9.- La catégorie abélienne des QL—faisceaux sur X est le quotient de celle

des Z:{:faisceaux par la sous-catégorie épaisse de Z ,-faisceaux de torsion. En

2
termes équivalents, ses objets sont les Z&-faisceaux et, notant F® Q»f, le fo
faisceau JF , vu comme objet de la catégorie des QL—faisceaux, on a

Hom(3 ® %, G® (DL) = Hom(3F, Q) ®ZL T,

La fibre d'un Q}—faisceau I® QL en un point géométrique x de X est la

Q&-espace vectoriel de dimension finie 3«}( ®Z Q

1 L
2,10.- Soient X un schéma séparé de type fini sur un corps algébriquement clos

k et &F un U)L-faisceau constructible sur X , Soit JF' un 2!; -faisceau cons-

tructible tel que F~ JF' ® U}L . Nous verrons en (4,11) que

. q ' n
(gim HC(X, e zZ/L ) ®2ZL Q{

est un D’t—espace vectoriel de dimension finie. Il ne dépend que de JF , et se

84



-9 - Rapport

note HE(X,E) . La preuve n'utilise pas que { soit premier & la caractéristique,

mais seul ce cas nous intéresse.

2.11.~ Dans cet exposé, tous les calculs importants se feront au niveau des

Zz/ Ln—faisceaux, le passage aux QL—faisceaux ne se faisant qu'en tout dernier lieu,
En pratique, il est toutefois souvent commode de travailler systématiquement avec
des QL-faisceaux. Dans les exposés V et VI de SGA 5, Jouanolou donne le formalis-
me qui rend cela possible, Un des résultats essentiels (VI 2.2) est que si

f : X—>Y est un morphisme séparé de type fini de schémas noethériens, et F
un Z -faisceau sur Y , alors, pour chaque q , le pro~-faisceau

2

"Lim"qu,(S ® Z/1") est un Z{’~faisceau sur Y . Il démontre méme une propriété
de régularité plus forte (i la Artin-Rees) pour le systéme projectif des

R (3@ /4™

Jouanolou se place m@me dans un cadre plus général, englobant le cas trés

utile des Ex-faisceaux, pour EX une extension finie de Q& . Ils sont définis

comme 1'ont &té les Q£~fgisceaux, avec Qi remplacé par Ex,Zlé par 1l'anneau @K
de la valuation X\ et Z/{" par ®)\/nn , pour 1 une uniformisante, Il

reviendrait au méme de définir un Ek—faisceau comme un Q&—faisceau § , muni

d‘'un homomorphisme EX ~———> End (%)
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3,- Formule des traces et fonctions L .

On utilise les notations du §1, et { est un nombre premier # p .

Soient X = un schéma séparé de type fini sur E& (q = pf) et 3 un

~faisceau constructible sur X . L'interprétation cohomologique de Grothendieck
2 o P

des fonctions L est le théordme suivant :
i
R £ i -)*"
Théoréme 3.1.- L(Xo,zo) = L}det(l-F%c ,HC(X,E}) .

I1 est obtenu comme conséquence de la formule des traces

Ihéoréme 3.2.- Pour tout entier n , £ p Tr(Fn*,EX) =3 (-1)1Tr(F*n,Hi(X,3)).
x € X i

Rappelons briévement la méthode classique pour déduire 3,1 de 3.2, Posons
T=t ; les deux membres sont des séries formelles en T , de terme constant 1,
Puisque QL est de caractéristique g , il suffit de prouver que les dérivées lo-

d
garithmiques T&% log des deux membres sont égales,

Pour calculer ces dérivées logarithmiques, nous utiliserons la formule

TS log det-fm 7 = £ (M,

z
n>o
dont la démonstration (dans un cadre un peu plus général) est rappelée ci-dessous,

Au premier membre, on trouve

d M
T3p log LK .3 ) = Z Zn:[k(x) P Tr(F:,g) e (kG ]Fq]

it
Tr(F ,SX)

et au second membre

O S ot o m)
n>o ¢

on compare terme a terme.
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Proposition 3.3, - Soient A un anneau commutatif, M un A-module projectif de

type fini et f wun endomorphisme de M . Pour toute série formelle inver-

. d -1 4
sible Q , on pose EEIOg Q=q ", aT Q . O0na
(3.3.1) Té% log det (1-f1) L = E: Te(£h) 7"
n>o

Soit M' un A-module tel que M @ M' soit libre de rang fini. Remplacer

(M,£) par (M@®M', £ ©@0) ne change pas les deux membres de 3.3, et nous raméne

au cas ot M est libre, Pour M = Ad , (3.3.1) est une identité algébrique por-

tant sur les coefficients fg de f . Par le principe de prolongement des iden-
tités algébriques, il suffit de la vérifier pour A un corps algébriquement clos
de caractéristique O . Les deux membres étant additifs en M dans une extension
0 M 5 M- M'» 0 , il suffit méme de ne traiter que le cas ot M est de rang

1 . 8i f est la multiplication par a, (3,3.1) se réduit alors & la formule

4

_]__
Tgp log ((1-aT) ™) = n ; oar

Corcllaire 3.4. - Soient n un entier, et f(n) 1 'endomorphisme

(xl,...,xn) —_— (f(xn),xl,...,x ) de M .ona

n-1

(n)

(3.4.1) det(1-f T = det (1-£'™ 1)

Procédant comme en 3.3, on se raméne & supposer que A est de caractéris-

tique 0 . Il suffit alors de vérifier que les dérivées logarithmiques —Té% log

des deux membres sont égales, On a

—Té% log det(l-f TV = -n Tnégi log det(1-£ T =n 5 Te(f 1™ ,
T
m >0
-Té% log det(1-£™1) = ¢ qp(e®my m ,

m> o
et on observe que

(n)m)

Tr (£ =0 si nTm

(n)nm

Tr (£ Y = n Tr(fM
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Remarque 3,5.- Pour A = QL , (3.4.1) est le cas particulier X, = Spec(E‘n) de
q
3.1. Utilisant cette identité, il est facile de vérifier directement que le second

membre de 3.1 est indépendant de ¢ , et du morphisme structural X, —> Spec(ﬁh).

Remarque 3.6,- Si j : Xo e ig est une compactification de Xo’ on a

L(X,3) = L("io,j,go) et Hz(X,BI) H'(X,§,3) . Ceci ramine 3.1 au cas propre, et

explique 1'usage de la cohomologie 2 supports propres. Pour X propre, 3.2 a la
forme d'une formule des traces de Lefschetz, On notera que les termes locaux

'8
Tr(Fn*,Sx) (x ¢ xF ) ne dépendent que de la fibre de F en x , et ne sont pas

affectés de multiplicité, Pour X et F lisses,cela correspond au fait que le graphe de

F est transverse 2 la diagonale (puisque dF =0 ).

Remarque 3.7.- Si on admet le formalisme des QL—faisceaux (ef., 2,11 ; il faut
disposer de la suite spectrale de Leray et du théoréme de changement de base pour
les images directes supérieures qu' ) , il est facile de ramener la preuve de
3.1, 3.2 au cas of Xo est une courbe lisse et oft 30 est lisse, Ceci est clai-

rement expliqué dans [ 27 §5 {pour 3.1 3 3.2 se traite de méme).

3.8.- On dispose de deux méthodes pour prouver 3,2..

A, Lefschetz-Verdier : Si Xo est propre (cf, 3.6), la formule des traces géné-

rale de Lefschetz-Verdier permet d'exprimer le second membre de 3.2 comme une
somme de termes locaux, un pour chaque point de XFn . Dans la version originale
de SGA 5, cette formule n'était prouvée que modulo la résolution des singularités,
Le lecteur trouvera une preuve inconditionnelle dans la version définitive, Dans

le cas des courbes, cas auquel on peut se réduire (3.7), les ingrédients de la

démonstration étaient d'ailleurs tous disponibles,

Pour déduire 3.2 de la formule de Lefschetz-Verdier, il faut pouvoir en cal-~
culer les termes locaux, Pour une courbe et 1'endomorphisme de Frobenius, cela
avait été fait par Artin et Verdier {(voir J.L. Verdier, the Lefschetz fixed point
theorem in etale cohomology, Proc, of a conf, on Local Fields, Driebergen (Springer

Verlag 1967) et la version définitive de SGA 5).
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B. Nielsen-Wecken : Une méthode inspirée des travaux de Nielsen et Wecken permet
de ramener 3.2, 3 un cas particulier prouvé par Weil ; c'est ce qui sera expliqué

dans les paragraphes suivants,
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4,- Réduction & des théorémes en Z/ &n-cohomologie.

Nous prouverons 3.2 par passage 2 la limite 3 partir d'un théoréme analogue
en Z/‘Ln-cohomologie. L'énoncer présente la difficulté suivante. Soient X un
schéma séparé de type fini sur Fq , et 30 un faisceau plat et constructible de
7Z/ *-modules. Ses fibres sont des Z/ £n~modules libres de type fini, et le membre
de gauche de 3.2 a donc un sens (c'est un élément de Z/ &n) . Par contre, les
Hi(X,&) ne seront en général pas libres, de sorte que le membre de droite n'est

pas défini, Obvier a cette difficulté est 1'un des usages essentiels faits par

Grothendieck de la théorie des catégories dérivées,

4.1.- Pour la définition de la catégorie dérivée D(G) d'unme catégorie abélienne
G , et celle des sous-catégorie » ) , v @ , Db(G) , je renvoie au texte de
Verdier dans ce volume., Pour A un anneau, on écrit D(A) au lieu de D{catégo-
rie des A-modules 2 gauche ) ; pour X un site, on écrit D{(X,A) au lieu de

D(catégorie des faisceaux de A-modules & gauche). De méme pour pt , etc,.,,

Le signe R (resp L , ou I.) indique un foncteur dérivé droit (resp.
gauche), Par exemple, ‘; indique le foncteur dérivé du produit tensoriel : pour
K dans D (A°) et L dans D (A) (A° anneau opposé & A) , K g I, se calcule
comme suit : on prend des quasi-isomorphismes K' —>K et L' ——3>1 , avec
K' et L' bornés supérieurement et 1'un d'eux 2 composantes plates, et le simple

complexe s(K' QA L') associé au complexe double X' ®A L',

4.2.- Meéme pour traiter le seul cas de la Z/ &n-cohomologie, nous aurons besoin de
la théorie des traces d'endomorphismes de modules sur des anneaux non nécessairement
commutatifs (des algébres de groupes finis Z/ Ln[G]) . Ces traces ont été intro-
duites par Stallings et Hattori ; cf., le récent article de H. Bass : Euler charac-

teristics and characters of discrete groups, Inv. Math, 35 (1976) p. 155-196.

Soit A un anneau (& unité, mais non nécessairement commutatif). On

désigne
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par Ah\ le quotient du groupe additif de A par le sous-groupe engendré par les
commutateurs ab-ba , Si f est un endomorphisme du A-module & gauche libre An R

de matrice fg , on note Tr{(f) 1'image de Zf; dans A® .81 f et g sont

, n £ m e .
deux homomorphismes A —T A , on vérifie aussitdt que Tr(fg)= Tr(gf)
Soit £ un endomorphisme d'un A-module projectif de type fini P . Ecri-

vons P comme facteur direct d'un module libre An : cela signifie choisir un mo-
dule P' , et un isomorphisme a: PP —N—> An , soit encore choisir un ho-
momorphisme a : P ——> An , et une rétraction b : An —=> P {prendre

P' = Rer(b)) . Soit f' = gff @O)a_l = afb , On pose Tr(f) = Tr(f') . Cet &lé-

ment de [\h‘ ne dépend que de £ : si un autre choix P cﬁ Am est fait, on a
d

a = a(dc)(ba) , d'ot
TR(afb) = Tr(adcbafb) = Tr(cbafbad) = Tr(cfd)

8i f est un endomorphisme d'un A-module projectif de type fini Z/2 -gradus,

de composantes fji :pd —= 9t s on pose
Te(6) = Tr(£)) - Tr(f])

§'il y a risque d'ambiguité, on écrira plutdt Tr(f;P) . Si les homomorphismes

£ 5 y s . . :
P ——> Q sont homogénes, on vérifie aussitdt par réduction au cas libre que

g

(4.2.1) Tr(gg) = Tr((-1)de8f-dege 4

Si f est un endomorphisme d'un A-module Z/2 -gradué filtré (P,F) , de
filtration finie, compatible & la graduation, et que les Gr;,(P) sont projectifs de

type fini, alors P est projectif de type fini, et
(4.2.2.) Tr(£;P) = ¢ Tr(f ;Gr;(P))
(scinder la filtration pour se ramener au cas d'une somme directe).

4.3.- Un module Z- gradué sera considéré comme Z/2 -gradué par la parité du degré,
En particulier, si f est un endomorphisme d'un complexe borné de A-modules pro-

jectifs de type fini, on pose
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(4.3.1.) Te(f) = 5(-1" e (e
D'aprés 4.2.1.,, si f est homotope 2 zéro, Tr(f) =0
(4.3.2,) f=dH +Hd = Tr(f) = 0 .

Soit Kparf(A) la catégorie d'objets les complexes bornés de A-modules pro-

jectifs de type fini, et de fléches les morphismes de complexes pris & homotopie preés.

Le foncteur Kp (#) —= D(})) est pleinement fidéle. On note (p) son

arf Dparf

image essentielle, Les formules (4.2,1)(4.3,2.) permettent de définir Tr(f) pour

f un endomorphisme de K € 0b D (A) (et cette trace ne dépend que de la classe

parf
d'isomorphie de (K,f))

4.4.- Rappelons que la catégorie dérivée filtrée DF(G) d'une catégorie abé&lienne
G est la catégorie déduite de celle des complexes d'objets filtrés de filtration
finie de ( en inversant les quasi-isomorphismes filtrés (= morphismes de complexes
filtrés induisant un quasi-isomorphisme sur le gradué associé). On dispose de fonc-
teurs "complexe sous-jacent" : DF{(Q) —> D(Q) : (K,F) +—=>K et ”piéme compo-

sante du gradué" : DF{(G) —> D(G) : (K,F) +——> Grg(K)

Soit KF

parf(A) la catégorie d'objets les complexes bornés filtrés de fil-

tration finie (K,F) avec des Grg(Kq) projectifs de type fini, et de fléches les
morphismes de complexes respectant la filtration, pris 2 une homotopie respectant

la filtration prés. Le foncteur (p) ——> DF{()) est pleinement fiddle ; son

KFparf
image essentielle DFparf(A) est formée des (K,F) dans DF(A) , tels que les

p . oo
GrF(A) soient dans Dparf(A) et presque tous nuls ; si (X,F) est dans DFparf(A)’
alors K est dans Dparf(A) .
D'aprés 4.2.2,, si f est un endomorphisme de (K,F) € Ob DFparf(A) , on a
(4.4,1) Te(£,K) = % Tr(f,Gr?(K))
P

4,5.- Soient A wun anneau, et K € Ob D (A) . On dit que K est de

Tor-dimension < r si pour tout jA-module 2 droite N , les hypertors
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: jiR
BE'(N ®, K) sont nuls pour i < ~-r , Il est dit de Tor-dimension finie si cette

A

condition est vérifiée pour un r

On emploie la méme terminologie pour un complexe de faisceaux

K €0bD (X,N) .

Lemme 4.5.1.- Soient A un anneau noethérien 3 gauche, et K € 0b D" (A) . Pour

que K soit dans (A) , il faut et il suffit qu'il soit de

Dparf

Tor-dimension finie et que les H"(K) soient de type fini.

Quitte 2 remplacer K par un complexe isomorphe (dans D (A)) , on peut
supposer K borné supérieurement et & composantes libres de type fini (ef. 4.7, ci-
dessous). Si K est de Tor-dimension < r , les H(K) sont nuls pour i <~r

KT /Im(d) admet la résolution libre

.. KTl ) K/ Im(d)

53
et pour tout A-module 3 droite N , H L X(w ®,K) = e ®K) = Tork(N,Kr/Im a)

pour k >1
Par hypothé&se, ces groupes sont nuls ; le module Kr/Im d est donc plat de
présentation finie, i,e, projectif de type fini, Le quotient

0 — K /Lm(d) &t K

w .

de K est quasi-isomorphe 3 K , et ceci montre que K € 0b Dparf

Proposition-définition 4.6.- Soient X wun schéma noethérien, et A un anneau noe-

thérien & gauche, On note thf(X,A) la sous-catégorie de D (X,A) formée

des complexes K vérifiant les conditions équivalentes suivantes

i) K est isomorphe (dans D (X,A)) 2 un complexe borné de faisceaux de

A-modules plats et constructibles,

‘s . . ‘o - i ;
ii) K est de Tor-dimension finie et les faisceaux H (K) sont constructi-

bles,
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Méme argument qu'en 4.5., & partir du lemme suivant.

Lemme 4.7.- Si un complexe de faisceaux de j-modules est tel que les gl(K) soient

constructibles, et nuls pour i grand, il existe un quasi-isomorphisme

K' —> K, avec K' borné supérieurement 2 composantes constructibles et

plates.

On construit R' en se propageant de droite 2 gauche, Pour un m tel que
les ﬂl(K) (i >m) soient nuls, on prend K'' =0 pour i > m .Supposons ensuite

déja construits les k't pour i >n

el gt K" gL ...

T,n+l

K

—> ... s
[ i , n+l .
avec H(K') —=H (K) pour i >n+l , et Ker(d) —=>H (K) surjectif en
degré n + 1 . Définissons des faisceaux A et B par le diagramme cartésien
K — "
A—2—>3 Ker(d) .
Alors, B est constructible, u est surjectif, et pour avancer d'um pas,

v

il suffit de construire K- plat et constructible et v : K" ——> A tel que uv

/im{d) ————> Ker(d)

soit surjectif. Que ce soit possible est garanti par le lemme suivant,

Lemme 4.8.- Soit v : A ——> B un épimorphisme de faisceaux de A-modules, avec B

constructible, Il existe alors u : K——> A avec K plat et constructi-

ble et vu un épimorphisme.

Le faisceau A est quotient d'une somme de faisceaux de la forme ¢,A B
pour iU —>X étale, Puisque B est noethérien (SGA 4 IX 2.10), une somme

finie de ceux-ci s'envoie déja sur B , d'ol le lemme,
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Théoréme 4.9.- Soit F : X —> Y un morphisme séparé de type fini de schémas

. . b b
noethériens, Si K € Ob Dctf(X,A) , alors Rf K € Ob Dctf(Y,A)

Rappelons que si X ‘—J—> X —é——> Y est une compactification relative de
X/Y , on a par définition Rf, = Rf%oj, , ol Rf* est le foncteur dérivé du
foncteur f . Cette formule raméne la preuve de 4,9 au cas oh f est propre, Pour

*

f propre, f% est de dimension cohomologique finie ; ceci permet de définir Rf*

sur la catégorie dérivée tout entiére, et aussi comme un foncteur
RELD (X,A) —> D (Y,A)
Par composition, on définit de méme en général

RE, : D (X,A) —> D (Y,p)

Pour tout A-module 2 droite N , on a (preuve donnée ci-dessous)
L - L
(4.9.1) N ® RE K ——> Rf, (N® X)
Déduisons 4.9, de (4.9.1.),
a) La suite spectrale

- P pl® = P Rex

et le théor2me de finitude pour Rf, , montrent que Rf,K € Ob Db(X,A) et est 2

cohomologie constructible. Reste & prouver la Tor-dimension finie (4.6.).

b) Si K est de Tor-dimension < -r , il en est de méme pour Rf\K :

. L . L
on a ﬂl(N ® REfK) = ﬂl(Rf,(N ® K)) et, dans la suite spectrale ci-dessus pour
I ! !
N® K , les qu sont nuls pour g9 < r -a fortiori pour p+q <r -

Prouvons 4,9,1,, en restant au niveau des complexes,

a) Utilisant la formule de définition Rf, = Rf0 j,

, on se rameéne & supposer f

propre,
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b) Représentons K par un complexe borné supérieurement a2 composantes acycli-
ques pour £ : Rpf*Kq =0 pour p>0 , On aalors REK~fXK . Il n'est pos-
sible de travailler ainsi avec des complexes bornés supérieurement que parce que

£, est de dimension cohomologique finie.

q

c) Si L un A-module a droite libre, on a Rpf%(L ® Kq) =L ® Rpf*K : c'est tri-

vial pour A libre de type fini, et le cas général s'en dé&duit par passage & la
limite, Le faisceau L ® k% est acyclique pour £, , et f*(L R =1 ® f*Kq

L
d) Soit N, une résolution libre de N , Ona N® K mfg(N* ® K) (complexe

simple associé au complexe double N, ® K) . D'aprés c) ,

L

L
R (N ® K) ~ RE (S(N, ® K))~E, (8(N®K))> s(N® £, K)~ N® REK

soit la formule annoncée,

Lorsque Y est le spectre d'un corps séparablement clos, le foncteur RE,

s'identifie 2 un foncteur noté RT, = D:tf(X,A) —>D )

parf

Théoréme 4.10.- Avec les notations du §1, soient XO un_schéma séparé de type fini

sur Eq ; et A un anneau noethérien de torsion, tué par un entier premier

a2 p . Soit K, € 0b Dgtf(xo’A) . Avec la définition 4,3, des traces, on

a pour tout mn

(4.10) b3

4% 3t
o Te(F LR = e (FTLRT (XLK)
x e X X (o3

F

Dans la fin de ce §, nous allons déduire 3,2. de 4.10., et prouver 2,10,

4,11,- Preuve de 2,10.- Soit X un schéma séparé de type fini sur un corps algé-

briquement clos k , et soit § un Q)—faisceau sur X , D'aprés 2.8, on peut

l'écrire sous la forme G = F® QL , avec F un Zi-faisceau sans torsion, Posons

n+1 n+1)

K = ch(x,:} R &y ) e D(Z/2

n+1

D'aprés 4.9., on a Kn € 0b Dparf(z/& ), et il résulte de 4.9.1 que la fléche na-

turelle
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L

21
(4.11.1) K, ®p il Z/AT—> K

n 1 ’

est un isomorphisme, Le probléme de la définition de cette fléche est discuté en

4,12

On peut maintenant invoquer SGA 5 XV 3.3 (p. 31, 1-2 2 la fin ; ce passage

est indépendant du reste de SGA 5) pour réaliser chaque Kn par un complexe borné de

Z/ {n+1—modu1es libres de type fini, et les fléches 4,11.1 par des isomorphismes de
complexes

n ~
R ®2Z/1 ——>K_

Soit K le complexe 4{im K. C'est un complexe borné de Z, -modules libres, et

£
K ~k& 2/ L ona
n — ZZ
2
H (K) = tim BT (K ) ,

(tout systéme projectif de groupes finis vérifie en effet la condition de Mittag-

Leffler), et H"(K) est un Z, -module de type fini., On a

£
B, = (uim BY k) 8 @
%G = n Z% 1

c'est un Qj—espace vectoriel de dimension finie

4.12.- 1a fléche (4,11,1) .- Pour définir 1a flache 4.,11.1, on ne peut pas procéder

comme en 4.9., i,e. résoudre z/" par un complexe de Z/ALn+l

-modules libres,
puisqu'on veut construire un isomorphisme dans Dparf(E/.Ln) . La flache voulue est
un cas particulier de la flache d'extension des scalaires suivante.

(%) Soit A —> A' un homomorphisme d'anneaux noe thériens de torsion, Pour X un

schéma séparé de type fini sur k algébriquement clos, et K € ()bC f(X,/\,) , on a un

t
isomorphisme

L I

RT (GK) @) A — RT (5K 8, A")

Des fléches plus générales sont construites dans SGA 4 XVII 4,2,12 . La mé-

thode est la suivante
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a) La définition de RT, et la formule j,(K ®AAr) = (j,K)@AA' pour une immersion

ouverte nous raménent au cas od X est propre,

b) Pour X propre, il s'agit de remplacer K par un complexe borné 3 composantes
acycliques pour le foncteur T , et de fibre en tout point géométrique (ou seule-
ment en tout point fermé) homotope 2 un complexe de A-modules plats Pour un tel

L
complexe, on a T(X,K) ~ RT(X,K) et K ®AA' ~ K ®AA‘ ; la fléche (4.11.1) est dé-

finie comme la composition

1 L
RT(X,K) ®AA‘ 2> T(X,K) ®AA’ —> T(X,K @AA') &=— RT(X,K ®AA') .

¢} Il reste & montrer qu'il est possible de remplacer K par un complexe du type
voulu (SGA 4 XVII 4.2,10), On remplace d'abord K par un complexe borné a compo-
santes plates (4,6), puis on en prend une résolution flasque canonique tronquée

(ceci ne modifie pas le type d'homotopie des complexes fibres, et on tronque assez
loin pour que soit vérifiée la condition d'acyclicité pour T (i,e. au-dela de la

dimension cohomologique de T)),

4.13.- Preuve de 3.2.- Pour simplifier les notations, nous ne traiterons que le cas

n =1 de 3.2, Le cas général s'en déduit en remplacant Eﬁ par E‘n , et XO par
q
Xo QEF by a On 1'obtient aussi en remplagant ci-dessous F par FO
q 9q
Soient donc X0 séparé de type fini sur mq , et qo un QL-faisceau sur
Xo . On a Qo = 30 ® Q£ , pour Z{/—falsceau sans torsion convenable 30 ., Soit

Kn = RTE(X,S ] Z/.ﬁn) . Les morphismes de Frobenius induisent des morphismes

n+l

* .
F* ¢ K =——— (dans Dparf(z//a ) >

qui se déduisent les uns des autres via les isomorphismes 4,11.1,

Réalisons comme en 4,11 1les Kn et les isomorphismes 4,11.1 au niveau des
complexes. Le passage déj2 cité de SGA 5 XV 3.3 permet de réaliser les morphismes
F* par des endomorphismes de complexes, encore notés F* | qui se réduisent les
uns sur les autres. On note encore F# leur limite projective, et les endomorphis-

mes qui s'en déduisent., Puisque Hi(X,q) =K ® QL = H' (K ® QL) , on a (avec
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la convention de signe de ,1)

Tr (F¥, Hg(x,q) Tr(F¥*, K* & QL) = Tr(F*,K*) = Lim Tr(F*,K*n) =

n

tim Tr(F%,RT,(X,3 ® z/ )
n

Appliquons 4,10 2 3 ® Z/ {,IH-I (vu comme complexe réduit au degré 0), pour
A= Z/ Ln+1 . On trouve que
Te(F*,RT (X,3 ® 2/ 1) = ¢ _ 1,3 o z/1™h)
c F X
x € X
- * n+l
5 g Te(F ’C‘ix) mod 2, s

x €X

et 3.2, en résulte par passage 2 la limite.
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5.~ La méthode de Nielsen-~Wecken,

Dans ce chapitre, nous prouvons deux cas particuliermsde 4,10. Le cas géné-

ral sera considéré au chapitre suivant.

Lemme 5.1.- Le théoréme 4.10 est vrai pour Xo de dimension O

En dimension O , la formule (4.10.1) vaut pour toute correspondance, et
non seulement pour les itérés d'un Frobenius., Elle est un cas particulier de 1'énon-
cé suivant (appliqué & X(F), K et aux )

(#) Soit X wun ensemble fini, F : X —>X , K € 0b Dparf(X,A)d:F*:F*K —>K .

On a
T 5 Tr(F§,KX) = Tr{F*,T{X,K))
x €X
Oon a T(X,K) = % X Kx , et la formule résulte de ce que pour tout morphis-
. 8 : y = T X
me uw: @y K —> % g K, » de matrice u , ona Tr{u) x €% Tr(ux)

Lemme 5.2,- Soient A wun anneau noethérien de torsion, tué par une puissance du

nombre premier £ # p , X0 une courbe projective, lisse et connexe sur
Eq P Uo s XO un ouvert dense de XO et Go un faisceau locale-
ment constant de p-modules projectifs sur U, - Ona

P Tr(F*,Gx) = Tr(F*,RTC(U,G))
X €U

Plus précisément, nous déduirons 5.2 du

Théoréme 5.3.- Soient X une courbe projective non singuliére sur un corps algé-

briquement clos k,f un endomorphisme & points fixes isolés de X et

v(f) 1le nombre de points fixes de f , chacun étant compté avec sa multi-

plicité : v(f) est le nombre d'intersection du graphe de f avec la dia-

gonale de X x X . Alors, pour { premier a 1l'exposant caractéristique de

k , ona

v(e) = 7 (-t Tr(f*,Hi(X,QL))
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Ce théoréme est df & Weil ([47, n° 43,66 et 68) et la démonstration de Weil
est reproduite dans Lang [37] (VI §3 th.6 combiné avec VII §1 th.3). On peut aussi le

déduire du formalisme de la classe de cohomologie associées i un cycle ([Cyclel]3. D).

Corollaire 5.4.- Soit j : US———> X un ouvert demse de X , tel que

f_l(U) =U . 8i les points fixes de f dans X-U sont de multiplicité un,

alors le nombre VU(f) de points fixes de £ dans U (chacun compté

avec sa multiplicité) est

_ i i
vU(f) =5 (-1) Tr(f*,HC(U,DL))

Soit F 1'ensemble fini X-U . La suite exacte de cohomologie définie par

Q Q 0

la suite exacte courte 0 —> j, @ o F

4 L

2 Hi(U,QL) — Hi(X,QL) —— Hi(F,Q}L) — .

fournit, avec la convention de signe de 3.1,

Tr(f*,HgF(U,QL)) = Tr(f*,H%(X,QL)) - Tr(f*,H*(F,QI)) = v(f) - Tr(f*,ﬂ}i)

F
£

1'hypothése de multiplicité unassure donc que

La trace de f* sur [  est le nombre VF(f) de points fixes de f dans F ;

Tr(f*,Hg(U,QL)) = v(f) - vF(f) = vu(f) s
comme promis,

La preuve de 5.2. utilise quelques lemmes que nous allons développer mainte-

nant sur un cas particulier des traces non commutatives 4.2,- Pour abréger, nous

dirons projectif pour projectif de type fini,

5.5.- Soient A un anneau, et. H un groupe fini. L'application ¥ ah.h +——> classe
de as de 1'algébre de groupe A[H] dans 1\n , s'annule sur les commutateurs

ab-ba de A[H] . Elle se factorise donc par

e : A[H]Y —= A"
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8i F est un endomorphisme d'un A[HJ-module projectif P , on pose

" _ ~
TrA(F) =¢ TrA[H](F)

ot au second membre figure la trace 4.2, Pour éviter des ambiguités, on écrira par-

fois cette trace Trﬁ(F,P)

Proposition 5.6.- TrA(F) = |H| . Tri(F)

Les propriétés formelles des traces nous raménent a ne traiter que le cas
od P = A[H] . L'endomorphisme F est alors la multiplication % droite par un &lé-

il
ment Fay.h de A[H] , et Tr, (F) = [H|a, , Tr (F) = a

5.7- Soient A wun anneau commutatif et A une A-algébre, La multiplication par
un élément de A passe au quotient pour définir une structure de A-module sur I
Si H est un groupe fini, P un A[H]-module projectif et M un A[H)-module,
projectif en tant que A-module, on sait que le A-module P ®AM , muni de l'action

diagonale de H , est un A[HJ]-module projectif, En effet :
a) Il suffit de le vérifier par P = A[H]

b) Le A-module P ®AM , muni de 'action de H définie par son action sur le pre-

mier facteur, est clairement un A[H]-module projectif ; notons le (P ®AM)' .
¢) L'application h®m —>h ® b m induit un isomorphisme
(5.7.1) A[H] @M ——> (A[H] 2,1’

Proposition 5.8.- Avec les notations précédentes, si u est un endomorphisme de P

et v un endomorphisme de M , on a

Tri(u ®v) = Tri(u).TrA(V)

On se raméne 3 supposer que P = A[H] ; 1'endomorphisme u est alors la
multiplication 3 droite m  par un élément x = Zahh de A[H] . L'isomorphisme

(5,7.1) transforme u® v en Zahmh ® h_lv , de trace ae.T:A(V)
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5.9.- Soient G un groupe extension de Z par un groupe fini H

1 il e /4 1 ,

et @ 1'image inverse de W ., Soient A un anneau, et P un A[G+]-module, pro-
jectif en tant que A[H]-module, 8i g £ G+ , on note Z le centralisateur de g
dans H ; la multiplication par g est un endomorphisme de P , vu comme

A[Zg]—module . P é&tant A[Zg]—projectif, une trace Trig(g) est définie. D'aprés

5.6., on a
Zg
(5.9.1) TrA(g) = ]Zg].TrA (g)

Supposons que [ soit une algébre sur un anneau commutatif A , PourP un
A[G+]—module, projectif en tant que A[H]-module et M un A[G+]-modu1e, projectif
en tant que A-module, le A[G+]—modu1e P QM (action diagonale de ¢h  est pro-

jectif en tant que A[H]-module et d'aprés 5.8., .pour tout g € G+ , on a

Z Z
g - g
(5.9.2) TrA (g,P ®AM) = Tr, (g,P).’I‘rA(g,M)

5,10,- Soient P un [\[G+]—module, projectif en tant que A[H]-module, et PH les

coinvariants de H dans P , C'est un A-module projectif, L'action de g € G+

passe au quotient, et définit un endomorphisme de PH qui ne dépend que de 1l'image

de g dans N , Nous notons F 1l'action des &léments gé(}+ d'image 1

Z
.. _ = Tt 8 '
Proposition 5.11, TrA(F,PH) 51 TrA (g,P) , o g§1

aux classes de H-conjugaison d'éléments de ¢t d'image 1 dans W

désigne une somme é&tendue

Aprés multiplication par ‘H‘ , cette formule peut se vérifier comme suit:

z
- - - 1] - 8
\H1.TrA(F,PH) TrA(g§1 g,Py) TrA(g§1 g,P) = % X Tr (g, P) g§’1 |H|.TrA (g,P).

1
g3 1 |Z
Choisissons un élément g € ¢t d'image 1 dans I , et soit ¢ 1l'auto-
morphisme A[H] induit par 1'automorphisme adg de H . Il revient au méme de

se donner un A[G+]—modu1e, ou un A[H]-module muni d'un endomorphisme o -linéaire

Y : on fait agir gnh par Y h . Dans ce langage, la formule 5.11 prend la forme:
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pour P un A[H]-module projectif et pour v un endomorphisme O -linéaire de P ,

on a
Zhg
)P = ! 3 3 {
'I‘rA(y ) % Ir, (hy,P) ot

' est une somme sur les classesde adg ~conjugaison dans H (orbites de H a-

gissant sur lui-méme par les x> hxadg(h)_l)

Sous cette forme, les propriétés des traces nous raménent aussitdt au cas
ot P = A[H] . L'endomorphisme Y a alors la forme x +——> g(x) a , avec
a = }jahh dans A[H] . Il suffit de traiter le cas universel ol les ay sont des

indéterminées, Dans ce cas, A\ = Z< a (polyndmes non commutatifs) et [\h

>
h™"h € H
est sans torsion : on obtient 5,11 par 1l'argument du début et division par ‘H{ .

On peut aussi calculer directement,

Remarque 5.11.1,- Tout ce qui a été dit ci-dessus s'applique aussi bien aux modules

Z/2 -gradués, ou aux complexes de modules (cf. 4.2, 4.3)

5.12,~ Reprenons les notations de 5,2, et soit A = Z/ {,n , n étant assez grand
pour que A soit une A-algébre, Soit f : Vo _ Uo un revétement fini étale et
connexe de Uo , galoisien de groupe de Galois H , et tel que le faisceau

f"‘Go soit constant. On note M la valeur constante HO(Vo,f*GO) de Go , c'est

un  A[HJ-module, projectif en tant que p-module,

Le faisceau £,A sur 4, muni de l'action naturelle de H , est un
faisceau localement libre (de rang un) de A[H]-modules. Le complexe RT, (U, £,4)

est donc objet de Dparf(A[H]) . Il est muni d'un endomorphisme de Frobenius F¥* ,

*

Pour l'action naturelle de H sur f*f Go , le morphisme trace

*
£.f Go —_—> Go se factorise par un isomorphisme
(£,£76)
£,.£ G, T 6, .

%*
Par ailleurs, on a £,.f Go = f*M = f*A ®A M (avec action diagonale de H)
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L'isomorphisme

Gy &= (£, A 80, = (£,48,10 @)

se dérive (4.12) en un isomorphisme

RTL(0,0) = (R (U,£,4) @, @ ot

L'endomorphisme F¥* du membre de gauche se déduit de 1'endomorphisme F#*
de RTC(U,f*A) . Le complexe de A[H]-modules RTC(U,f*A) , muni de F¥ , peut
&tre vu comme un complexe de A[G+]—modu1es, pour ¢ =n x N . Les formules 5.10

et 5.9.2,, amplifiées par 5.11.1, fournissent donc
Zh
Tr(F#,RT_(U,6)) = §' Tr, (he¥*, RT (U,£.4)),Tr , (h,M)
c h A [ #* A
ol ¥’ est une somme sur les classes de conjugaison dans H ., De plus,
Zh(h i ( ) = ™ Rr (
|2, |.Tx, “(hE¥,RT (U,£,A)) = Tr,{Fh") ,RT (V,A))

Cette formule reste vraie pour A = Z/ Lm , avec m de plus en plus grand, Passant

Z
2 la limite, on trouve que TrAh(hF*,RIk(U,f*A)) vaut

1 i -1.% i
TZ_hT w(-1)" Te((FR" 7)), HC(V,Q&))
(un élément de Z%) , et

(5.12.1) Tr(F¥,RT,(U,6)) = &' T_lT T (E Y, 107, R,) .1, (5,10
h |2z )
h

5.13.- Il reste maintenant & appliquer 5.4 (noter que si V est la complétion pro-
jective non singuliére de V , les points fixes de Fh_1 sont tous de multiplicité

un), On peut le faire sans aucun calcul

A si UF =¢ Tr(F*,RTc(U,G)) =0

1

En effet, Fh =~ n'a pas de point fixe sur V , 5.4. montre que

(-1t Tr((Fh-l)* s Hi(V’QL)) =0 et on applique 5,12.1
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B. Dans le cas général, soit j : U' =U - UFC-—~—$ U . La filtration
j,j""Go ot Go de Go induit une filtration de RI‘C(U,G) de quotients successifs
RTC(U',G) et RTC(UF,G) . D'aprds 4.4.1 et 5.1, on a

Tr(F*,RTE(U,G)) = Tr(F*,ch(U',G)) + T . Tr(F*,GX) ,
X €U

et, puisque U'F =¢ , le premier terme au second membre est O .

106



- 31 - Rapport

6.~ Fin de la preuve de 4.10.

Prouvons 4,10,, sous les hypotheses additionnelles que 1'anneau A est
annulé par une puissance d'un nombre premier £ #p , et que n =1 , Le cas gé-

néral en résultera : décomposer [ en ses composantes {-primaires (4 parcourant

les nombres premiers), et remplacer ]Fq par T a0’ X0 par Xo ®}F ]F(fl :
q q
s b
Pour Xo séparé de type fini sur E& , et Ko € 0b Dctf(xo’A) , posons
THX LK) = T 5 Te(F®K)
x € X

et

" =
T (XO,KO) Tr(F%,RTC(X,K))
I1 faut prouver 1l'identité
{1 ; X ,K) T'(X ,K ) =T"(X ,K)
0" O 0" 0o [e R o]

On commence par observer que T' et T" (notés génériquement T) obéissent & un

méme formalisme

A si j: U0 —> X, est un ouvert de X, de fermé complémentaire Y , on

o
a
T(X ,K ) =T ,K |U) + T(Y ,K |[y) .
0’0 o’ oo o’ olto
C'est clair pour T' , Pour T" , on observe que la filtration

0c j!j* K, S K, de K induit une filtration de RTC(X,K) , de quotients succes-
sifs RIk(U,K) et RIE(Y,K) , et on invoque 4&4.4,1 [plus exactement énoncé :
K, muni de la filtration dite, définit un objet de DF(X,)\) ; par application
de RT, , on en déduit un objet de DFparf(A) , auquel RFC(X,K) est sous=-jacent,

et de gradué comme dit 7.
(B) 81 K est un complexe borné 2 composantes constructibles et plates,

i i
T(XO,KO) = v(-1) T(XO,KO)
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C'est clair pour T' ; pour T" , on applique 1'argument ci-dessus 2 la filtration
béte de Ko , pour obtenir
TR LK) = TNELK-1] = o-DF ik kh)
o’ "o o' 0’0
(C) Pour £ : X, —>Y_  un morphisme, on a
14} = i
T"(X KD = T"(Y ,REK )

et la méme identité vaut pour T' si les fibres de £ aux points rationnels de Y,
vérifiant (1 ; f-l(y),Kolf‘l(y)) : on utilise que
) - vee~l -1
T'(X ,K) = 5§ _T'(E (y),K_|£ ()
o’ o F [¢]
y €y
et

RT (Y,RE K) = RT_(X,K)

Utilisant ce formalisme, et 4.,7., on raméne la preuve de 4,10 aux deux par-

ticuliers 5.1. et 5.2,
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FONCTIONS L MODULO &n ET MODULO p.

Dans cet exposé, je prouve une formule analogue au théoréme du rapport sur
la formule des traces (ce volume ; cité "Rapport" par la suite) pour un anneau de
coefficients A qui soit de torsion premier & p , ou un corps de caractéristique

p . Un usage essentiel sera fait de SGA 4 XVII 5.5 .

Sommaire
1. Tenseurs symétriques ,...... et e e .. 2
2. Le théoréme ...........oousnunen e e e 7
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1.- Tenseurs symétriques.

1.1.- Soit A un anneau commutatif, Pour une liste des propriétés des foncteurs
T : (A-modules) — (A-Modules), je renvoie 2 SGA 4 XVII 5.5.1 et 2, Rappelons

seulement que pour M plat (en fait, seul le cas ot M est projectif de type fini

nous intéresse), on a

8
n
™=@w?" (tenseurs symétriques de degré m)
1.2.- Soient X un S-schéma, X /5 1la puissance fibrée n = de X et m la

projection de X/ sur (Xn/S)/Sn = Symg(x) (supposé exister), Si G est un
faisceau de A-modules sur X , le produit tensoriel externe de n copies de

G : éé G , est un faisceau Sh~équivariant sur x“/s . Nous aurons & faire usage du
foncteur Tp externe de SGA 4 XVII 5.5.7 a 9 . Rappelons seulement que pour G

un faisceau de A-modules plats (en fait, seul le cas constructible et plat nous in-

téresse), on a

n n Sn
Fext((}) = (my X o)
Lemme 1.3.- Pour S = Spec(k) , avec k algébriquement clos, X une somme finie

de copies de § , et G un faisceau plat de A-modules sur X , on a

T(syma (XD, To, (6)) = T'T(X,G)

En effet,
n n n o Sﬂ n o S‘ﬂ n gn
T(ym (X)), T (6)) = T(Sym (X), m, ® @)~ =T(X /s, ARG =~ = ®1(X,0) = =
= ¥ 1(x,6)
1.4.- Nous aurons 2 utiliser les dérivés des foncteurs non additifs In et Iﬁxt

La théorie de tels foncteurs dérivés est due 3 Dold et Puppe (Homologie
nicht additiver Funktoren, Anwendungen, Ann., Inst, Fourier XI 1961, p. 201-312).
Pour des rappels plus complets que ceux donnés ci-dessous, je renvoie 2 SGA 4 XVII

5.5.3.
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Soit @ wune catégorie abélienne (voire une catégorie additive ot tout en-
domorphisme idempotent soit la projection sur un facteur direct), Notons N 1le
foncteur de normalisation N : (complexes cosimpliciaux d'objets de () ——>
(complexes différentiels d'objets de ¢ , avec Ki =0 pour 1< 0) , C'est une
équivalence de catégories. Ainsi que son inverse, elle transforme morphismes homo-
topes en morphismes homotopes, S1 T est un foncteur G —>f , et si K est
un complexe d'objets de G , 2 degrés positifs (Ki =0 pour i < 0) , on pose

TR = NT N 'K

Exemple 1.5,- S8i K est réduit 2 M en degré O , TK est réduit 3 TM en de-

gré O

1.6.- 8i K est un complexe borné, a degrés positifs, de A-module projectifs de

type fini, le complexe de A-modules TnK a les mémes propriétés.

>0 .
Notons Dgarf(A)lasous—catégorle de Dparf(A) (Rapport 4.3.) formée des

complexes de Tor-dimension < O . On voit que Tn induit un foncteur

n , >0 >0
1T D;arf(A) E— D;arf(A) .

Pour la définition analogue mais plus compliquée, de erxt , je renvoie

a SGA 4 XVII 5.5.14.

1.7.- Soient K wun complexe borné de A-modules projectifs de type fini, et u un
endomorphisme de X . On note det{(l-ut,K) 1la série formelle de terme constant 1
. i
det(1-ut,K) =T['det(1-ut,1<1)('l) .
i

On laisse au lecteur la vérification des propriétés suivantes,

(1.7.1) Soit F wune filtration finie stable par u , telle que les Grg(Kq) soient

projectifs de type fini, Alors

det(1-ut,K) =T[ det(1-ut,6rb()
P
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(1.7.2) Si on translate K de q crans vers la gauche, on a
_ -4
det(1l-ut,K{q]) = det(i-ut,K)

Proposition 1.8.- Soit u un endomorphisme d'un complexe borné, 3 degrés positifs,

de A-modules projectifs de type fini, On a

(1.8.1) det(l-ut,K)"L = ¥ Tr(u, 77K "
n

Notons D{(u,K) le second membre de (1.8.1)

Lemme 1.9.~ Soit u un endomorphisme d'une suite exacte courte de complexes bornés

& degrés > 0 de A-modules projectifs de type fini

0 K’ K K" o

on a D(u,K) = D{u,K") . D(u,K")

Si © M' M M 0 est une suite exacte courte scin-
dable de A-modules, rnM a une filtration naturelle, de quotients successifs les
TiM‘ ® IJM" (i+j =n) . Dés lors, TnK admet une filtration naturelle, de quotients
successifs les complexes N(N—ITiK' ® N-lTjK“) (i + j = n) , canoniquement homotopes
aux complexes simples g(rix'g TiK") déduit des complexes doubles TiK' ® TiK" , et

Tr(u, ™0 = 5§ Trlu, PRI, R,
i+j=n

d'or le lemme, De 1.9., on tire par récurrence :

Lemme 1.10.- Soit F wune filtration finie stable par u de K , telle que les

Grg(Kq) soient projectifs de type fini. Alors,

D(u,K) =‘{Tn(u,a»;i<x))
P

Lemme 1.11,- Soient u un endomorphisme d'un A-module projectif de type fini M ,

et M{-q7 le complexe réduit 3 M en degré q . On a

q
p(u,M[~q)]) = (% TrCu, T e D) (g > 0)
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D'aprés 1.5., c'est vrai pour ¢ = 0 ., Procédons par récurrence, il reste

a montrer que

D{u,M{-q1) . D(u,M ~(q+1)}])

#
oy

Cette formule résulte de 1.9, appliqué ou complexe K réduit & M en degrés ¢

et g+l {avec d = Id) , et & sa filtration bete :

(...0o—>M.,.) (..M M) (..M—>0...)

En effet, K est homotope 3 O ., Dans la catégorie dérivée, on a donc

™w =170 ; o pour n >0 et A pour n =0, et D(u,K) =1

1.12 - Prouvons 1.8. D'aprés 1.10 appliqué & la filtration "bete" de K par les

sous-complexes

q g4+l

on a

q
DG, 1) =TTDC,K-q]) =, |0 T[T (8 mrte, D) e P
q ’ q

I1 reste a prouver que pour u un endomorphisme d'un module projectif de type fini

M, on a
(1.12.1) det(l-ut, " = § Telu, 0"
Si u =0 , les deux membres valent 1 ., Ajoutant & M un module N sur lequel

u=0 , et appliquant 1,9 , on se raméne # supposer que M est libre, Prenons-en
une base. Il s'agit alors de prouver des identités algébriques entre les coordonmnées
de u ., Le principe de prolongement des identités algébriques nous raméne & supposser
que A est un corps algébriquement clos. Le module M admet alors une filtration
stable par u 2 quotients successifs de rang 1 , et 1,10 nous raméne au cas ol

M est de rang 1. La formule 1.12,1 se raméne alors a 1'identité
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Corollaire 1.13.- Soient u et u' des endomorphismes de complexes bornés K et

K' de A-modules projectifs de type fini. Si, dans la catégorie dérivée, K , muni

de u , est isomorphe 2 XK' , muni de u' , alors

det(l-ut,K) = det(l-u't,K') .

Appliquant 1.7.2, on se raméne a supposer que K et K' sont 3 degrés
positifs., On observe alors que le second membre de 1.8 poss&de la propriété d'in-

variance voulue,

1.14.- Ce corollaire permet de définir det(l-ut,K) pour u un endomorphisme de
K € 0b Dparf(A) . Cette construction est ad hoc ; en fait, pour v un automor-
phisme de L € Ob Dparf(A) , on peut définir det(v) € p* , et det(l-ut,K) s'ob-

tient pour v = l-ut , A = A[[t]] et L =K IV S

115



Fonction L mod.g" -7 -

2.- Le Théoréme.

2.1.- Reprenons les notations de Rapport, §1 . Pour A un anneau noethérien
commutatif de torsion, Xo un schéma séparé de type fini sur Eﬁ et

K € ob D, f(XO,A) , on pose

t

L(X_,K ) = 1T det(l-F;(wdeg(X),K)"l

x € [%,]

(1.7,113 et Rapport 1.5,1.6 ).

Théoréme 2.2.- Dans chacun des deux cas suivants

a) A est de torsion premidre 3 p

b) A est réduit et de caractéristique p

on a

£

_ * -1
(2.2.1) L(XO,KO) = det(l-F t, RTC(X,K))

Remarque 2.3.~ Dans le cas a), la méthode de Rapport §3 permet de déduire de la
formule des traces (Rapport 4,10) que les dérivées logarithmiques des deux membres
de 2,2.1 sont égales., L'anneau A é&tant de torsion, cela ne suffit pas pour prou-

ver 2.2,

Remarque 2.4.~ Si A est un corps, on a

. i
L(X_,K ) =—£rL(XO,§l(KO))(_1)

et la suite spectrale qu = HE(X,Eq(K)) = Ez+q(X,K) montre que

¢ £ - # £ n (-1)“_ 3¢ £ P q (_1)P+q
det(1-F*t",RT, (X,K)) —Udet(l-F e, B (X,K) -ﬂldet(l-p et mPx,pl ) .

Ceci ramdne 2.2 (pour A un corps) au cas particulier suivant.
(2.4,1) si G, est un faisceau constructible de A-espaces vectoriels, on a

n+l
L(,,6,) =Wdet(l-F*tf,Hz(X,G))(_1)
n
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Remarque 2.5.- Il est facile de réduire le cas b) & celui ol A est un corps (voire

méme un corps fini) de caractéristique p , cf 4,2 .

Remarque 2.6,~ Le cas particulier de b) ot A = Z/p , et od K est réduit au fais-
ceau constant Z/p en degré O

(_l)n+l

2,0 = J] e8NS aeea-r*ef WP, z/p) (mod p)
n

X € |XO|

avait été prouvé par N. Katz (SGA 7 XXII 3.1). Sa méthode, toute différente de celle

suivie ici, part de la théorie p-adique de Dwork de Z(X ,t)

Remarque 2,7.~- Contrairement 2 ce que j'avais imprudemment affirmé & des amis, on

ne peut pas dans b) omettre 1'hypothese "A réduit”. Pour un contre exemple, cf. 4.5.

2.8.~ Plan de la preuve de 2.2.- Une translation sur les degrés (1,7.2) nous raméne

4 supposer que Ko est un complexe borné, & degré positifs, de faisceaux de A-modules

constructibles et plats., On a alors RY&(X,K) € 0b D§;) (A) (Rapport, preuve 4,9,b)),

rf
Nous allons utiliser 1.8 pour développer les deux membres de (2.2.1.) en série de
puissances de T = tf . L'égalité des coefficients de T se déduira de SGA &
XVII 5.5,21 et d'une formule des traces sur Symn(X) : dans le cas a), la formule
(Rapport 4,10 ), et dans le cas b) une formule qui sera prouvée dans le chapitre
suivant, Il y a lieu de se ramener au préalable au cas oty les puissances symétriques
de Xo existent (par exemple au cas of XO est affine) & 1'aide des propriétés de
multiplicativité en XO des deux membres de 2,2.1 : pour Uo un ouvert de XO 3
de fermé complémentaire ¥, ,ona L(XO,KO) = L(UO,KO).L(YO,KO) et la formule

analogue pour le membre de droite résulte de (1,7.1) par la méthode de (Rapport §6

a)

2.9.- Le Cas ol Xo est fini.

La multiplicativité en XO des deux membres de 2.2.1 raméne ce cas 2
celui ot X = Spec(Eﬁk) . Revenant aux définitions, on voit que (2.2.1) équivaut

alors a Rapport 3.4,
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2,10.- Le premier membre,

D'aprés 1.8,, on a

- 0y ndeg(x)
L k) = [T st oe

X G‘Xol n

Le coefficient de ™ est donc la somme, étendue 2 celles des combinaisons liné-

<«
aires formelles L n.x (n >0 , les n_ presque tous nuls) d'éléments
x € ‘X
de |Xo{ telles que ° £ [kix) : ]Fq] =n , des produits
"y
(2.10.1) TI-Tr(F;:,T K)
X

Pour x € lXol , notons (x) le o-cycle des [k(x) : ]Fq'] points de X
au-dessus de x (une orbite de F). L'application ¥ n X >3 nx‘(x) identifie
les combinaisons linéaires formelles comme ci-dessus, avec § nx[k(x) H Fq] =n ,
aux o-cycles effectifs de degré n de X fixes sous F , soit encore aux points
fixes de F dans Symn(X) . Le coefficient de T dans L(XO,KO) apparaft ainsi

comme une somme de produits (2,10.1), indenée par Symn(}()F . Plus précisément,

on a
Lemme 2,11, - L{(X_,K ) = % T Te(F*, LT K) T
—_— 0’0 n, \F x’ext
n x € Sym (X)
Pour YO un sous-schéma fini de plus en plus grand de XO , on a
L(XO,KO) = fim L(YO,KO) s
i,e,, pour tout m , il existe un sous-schéma fini Zo c XO tel que si Yo o Zo N
L(XO,KO) et L(YO,KO|YO) soient congrismod T . Il suffit que Z, contienne
les points fermés de degré < m . Le méme fait valant pour le membre de droite,

il suffit de prouver 2,11 pour X fini. On a alors

- - -1 _ % no_
L{X_,K ) z‘gdet(l F#T,T(X,K)) 1.8 E(Tr(F T TE,RDT 1.3
3* n n
= 5 Te(F*, T(Syn™ (X), T _(R)T" = T 5 Te(F.,T0 (K)) T
n *lext nx € Symn(X)F X’ ext

(par la formule des traces dans le cas trivial d'un ensemble fini).
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2,12.- Le second membre.- D'aprés 1.8 et SGA 4 XVII 5.5.21, on a

det(l-—F*’I‘,RI‘C(X,K))_l =5 Tr(F*,LFnRI‘C(X,K))Tn =3 Tr(F*,RTC(Symn(X),I‘:XtK))Tn.
n n

2.13,- Le théoréme équivaut donc aux formules des traces

n n _ n
Tr(F*,RI‘c(Sym (X,I‘extK)) = ‘e gymn(X)F Tr(F;{f,I‘extK)

Dans le cas a), elles résultent de Rapport 4,10, La formule analogue dans le cas b)

sera prouvée au §4
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3.- Théorie d'Artin-Scheier.

3.1.- Dans ce qui suit, un faisceau cohérent sur un schéma S sera toujours re-
gardé comme un faisceau sur Sét . Soit 8 wun schéma de caractéristique p > 0O
Si G est un faisceau localement constant de Z/p -vectoriels de rang fini,

G =¢ ngp@ est un faisceau cohérent localement libre sur S ., On notera §
tant 1'endomorphisme f —> £ de © que son produit tenmsoriel avec 1'identité

de G : 8§ :G —=>G . La théorie d'Artin-Schéier (8GA 4 IX 3.5) affirme que la

suite

0 Z/p ()

est exacte, Par tensorisation avec G , on trouve une suite exacte

0 G G —2=1s ¢ 0

3.2.- Supposons que S soit un ouvert dans un schéma noethérien S . Soient
i S =35 1le morphisme d'inclusion, et I un faisceau d'idéaux qui définit
le fermé complémentaire 5-5 . Notons encore & le prolongement par fonctoria-

lité de & 2 j,G

Lemme 3.3.~ Il existe des prolongements cohérents -(jc: j*q de G tels que

(3.3.1) 3(gp) < 1.g

Si E est un tel prolongement, la suite

. - -1 =
(.3.2) 0 3,6 g —2 G 0
est exacte,

a)_Existence : Soit §' j*(} un prolongement cohérent de G 2 S . Pour tout n,

n
on a §(InQ') c 1P §(G') . soit n assez grand pour que IH(P-U_lé(Q') <S¢

In(p—l)—l

et posons G =1'G' . On a 8@ < 1°78(g") = 1.1, 3(¢') I.InQ' =1 6 .
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